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1. КЛАСіЧНАЕ АЗНАЧЭННЕ іМАВЕРНАСЦІ 


Азначэнне. Усялякія падзеі, якія пароджаны комплексам умоў, называ- 
юцца элементарнымі, калі: а) яны розныя (г. зн. пры ажыццяўленні адной не 
ажыццяўляецца любая другая); б) пасля здзяйснення комплексу ўмоў абавяз- 
кова адбываецца адна зіх. Абазначэнне прасторы элементарных падзей: Ф 


з То]. 


Азначэнне. Няхай любое аб'яднанне элементарных падзей складаецца з ка- 
нечнага ліку раўнамагчымых элементарных падзей 0 (еі, 0), -, Ф М» а 


выпадковая падзея А --з п элементарных падзей А з (ед, 9» -» Фа), р'і 
е0О, із 1, п. Тады імавернасцю падзеі А называецца лік Р(А) З п/К. 


Прыклад 1.1. Манету падкідваюць двойчы. Знайсці імавернасць таго, што 
хаця б адзін раз з'явіцца герб. 

Рашэнне. Прасторай элементарных падзей з'яўляецца мноства Ф 
2 (ГГ, ГЛ, ЛГ, ЛЛ], дзе, напрыклад, ГЛ азначае, што пры першым падкідванні 
з'явіўся герб, а пры другім - лічба. Такім чынам, М 4, А з (ГГ, ГЛ, ЛГ], пЗ 
і таму Р(А) - 3/4. 

Асноўная праблема пры рашэнні задач з выкарыстоўваннем формулы кла- 
січнай імавернасці - падлік колькасці спосабаў, якімі можа адбыцца тая ці 
іншая падзея. У сувязі з гэтым такія задачы рашаюць, як правіла, метадамі кам- 
бінаторыкі. 

Часта выкарыстоўваецца наступнае відавочнае правіла: калі нейкі выбар 
А можна здзейсніць т рознымі спосабамі, а некаторы другі выбар В - п споса- 
бамі, то выбар А іВ (А або В) можна здзейсніць т п(т “ п) спосабамі. Пры 
гэтым класічную імавернасць можна вызначыць наступным чынам. Няхай экспе- 
рымент мае М аднолькава магчымых зыходаў (кожны магчымы вынік эксперы- 
менту называецца элементарнай падзеяй). Дапусцім, што падзеі А спрыяюць п 
з гэтых зыходаў (падзея А складваецца з п элементарных падзей). Тады 
Р(А) З“ п/М. 

Рашэнне задач часта патрабуе выкарыстання паняццяў размяшчэння, пера- 
станоўкі, спалучэння. Калі дадзена мноства 9- е], о)» е), то раз- 
мяшчэннем (спалучэннем) з п элементаў па К называецца любое ўпарадкаванае 
(неўпарадкаванае) падмноства з К элементаў мноства Ф. Пры К з п размяшчэн- 
не называецца перастаноўкай з п элементаў. 

Напрыклад, дадзена мноства 9 - Го), о., 93]. Размяшчэннямі з трох 
элементаў гэтага мноства па два з'яўляюцца (0, 2), (0), 93), (0, Ф 1» (9. 
93), (03, 8]), (ез, е) спалучэннямі - (0), 2), (91, 93), (92, 03). Два спа- 
лучэнні адрозніваюцца адно ад другога хаця б адным элементам, а размяшчэн- 
ні - самімі элементамі ці парадкам іх надыходжання. 

- Колькасць спалучэнняў з п элементаў па К вылічаюць па формуле (к ЬЫ 
З АБВ“ пЦк!(п - к)!], дзе колькасць размяшчэнняў з п элементаў па К 
АЕ з пМ(п - Ю)! з п(п - 1)... (п- к 1); Р. з К! - колькасць перастановак 
з К элементаў. 


Прыклад 1.2, Якая імавернасць таго, што з шасці адзначаных лікаў у кар- 
тачцы ,спортлато” (гульня »6 з 49”) К лікаў будуць выйгрышнымі, К - 6,6? 

Рашэнне. Эксперымент тут заключаецца ў тым, што адзначаюцца ў кар- 
тачцы .спортлато” 6 лікаў з 4ў выпадковым чынам, таму раўнамагчымымі 
элементарнымі падзеямі будуць наборы з шасці адзначаных лікаў. Для вызна- 
чэння таго, адбудзецца ці не адбудзецца падзея А (К выйгрышных лікаў сярод 
адзначаных), парадак лікаў не істотны, таму ў якасці раўнамагчымых элемен- 
тарных падзей дастаткова разгледзець неўпарадкаваныя наборы 6 лікаў з 49, 
Такім чынам, колькасць раўнамагчымых элементарных падзей будзе сі. 
Падзея А складаецца з набораў 6 лікаў, К з якіх выйгрышныя, а (6-К) прой- 
грышныя. Набор з К выйгрышных лікаў можна зрабіць Сс спосабамі. Тады 
згодна з асноўным прынцыпам камбінаторыкі набор з К выйгрышных і (6-К) 


пройгрышных лікаў можна зрабіць се еза спосабамі і Р(А)- сі сёсківа 


1.1. Кідаюць ігральны кубік. Знайсці імавернасць таго, што 
выпадзе колькасць ачкоў, кратная З. 

1.2. Ігральны кубік кідаюць двойчы. Вызначыць імавер- 
насць таго, што сума ачкоў, якія выпадуць, будзе не больш 4. 


1.3. Сярод п латарэйных білетаў К выйгрышных. Наўдачу 
ўзялі т білетаў. Знайсці імавернасць таго, што сярод іх І вый- 
грышных. 

1.4. За круглым сталом выпадковым чынам рассаджваюц- 
ца М чалавек (М 2 2). Вызначыць імавернасць таго, што дзве 
фіксаваныя асобы А і В апынуцца побач. 

1.5. Знайсці імавернасць таго, што серыя наўдачу выбра- 
най аблігацыі не мае аднолькавых лічбаў, пры гэтым нумар 
серыі можа быць любым пяцізначным лікам, пачынаючы 
з 00001. 

1.6. На дзесяці картках напісаны літары А, А, А, М, М, Т, 
Т, Э, Ы, К. Пасля перастаноўкі вымаюць наўгад адну картку 
за другой і раскладаюць іх у тым парадку, у якім дасталі. 
Знайсці імавернасць таго, што на картках будзе напісана слова 
»МАТЭМАТЫКА”. Вызначыць імавернасць таго, што ўсе лічбы 
нумара адрозніваюцца адна ад другой. 

1.7. Тэлефонны нумар у г. Гродна складаецца з шасці 
лічбаў. Вызначыць імавернасць таго, што ўсе лічбы адрозні- 
ваюцца адна ад другой. 

1.8. Знайсці імавернасць таго, што чатырохзначны нумар 
выпадкова ўзятага аўтамабіля мае ўсе лічбы, якія адрозні 
ваюцца адна ад другой. ха 

1.9. У ліфт 25-павярховага дома на першым паверсе ўвай- 
шлі пяць чалавек. імавернасць таго, што кожны з іх выйдзе 
на любым паверсе, пачынаючы з другога, аднолькавая. Знайсці 
імавернасць таго, што ўсе пасажыры выйдуць: а) на адным і 
тым жа паверсе; б) на восьмым паверсе. 
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1.10. На полцы выпадкова расстаўлены 20 кніг, сярод якіх 
знаходзіцца трохтомнік Я. Купалы. Якая імавернасць таго, 
што гэтыя тамы стаяць у парадку ўзрастання злева направа 
(але неабавязкова адзін каля аднаго)? 

1.11. Некаторыя жыхары лічаць шасцізначны нумар тралей- 
буснага ці аўтобуснага білета ,, шчаслівым”, калі сума першых 
трох яго лічбаў супадае з сумай апошніх трох лічбаў. Знайсці 
імавернасць атрымання ,,шчаслівага” білета. 

1.12. Разгледзім мноства Т кусочна-лінейных функцый 
(00, Ді) еа,(х-і),іхххік1, 0 і п- 1, дзей; 
прымае значэнні І ці - 1. Вызначыць імавернасць таго, што: 
а) наўдачу выбраная функцыя з мноства 7 прымае ў пункце 
п значэнне К; б) наўдачу выбраная з Т функцыя мае на прамеж- 
ку (0, п] і каранёў; в) для выпадкова выбранай функцыі / е ў 


ўрадах ао. 
0 ў 


1.13. У працэсе прыёмачнага кантролю выбрана г вырабаў 
з партыі колькасцю К штук, у якой М бракаваных. Якая іма- 
вернасць таго, што ў выбарцы ! бракаваных вырабаў? 

1.14. За Х пранумараванымі дысплеямі ЭВМ будуць праца- 
ваць К студэнтаў (за адным дысплеем - адзін студэнт). Кожны 
студэнт выбірае дысплей выпадкова і з аднолькавай імавер- 
насцю. Якая імавернасць таго, што выбранымі для работы бу- 
дуць дысплеі з нумарамі І, 2, ... К? 

1.15. У скрынцы знаходзяцца К тыповых элементаў замены 
(ТЭЗ). Сярод іх К, элементаў І-га тыпу, ..., К; - і-га, ..., К. эле- 

л 


ментаў п-га тыпу, а К, з К. Са скрынкі дастаюць наўгад К 


ТЭЗ. Знайсці імавернасць таго, што сярод іх К. ТЭЗ І-га ты- 
пу, ..., К;- іга, ..., К, тэз п-га тыпу. 

1.16. Для работы на М ЭВМ размяркоўваюцца выпадковым 
чынам К студэнтаў. Пад станам сукупнасці з М ЭВМ будзем 
разумець вектар К з (К, К, ..., К м» дзе К; - колькасць студэн- 


К 

таў, што выконваюць сваё заданне на і-й ЭВМ. 5 К; з К. Знай- 
сці імавернасці станаў. а 

1.17. Пакет задач складаецца з пяці розных задач, якія 
выконваюцца на ЭВМ адна за другой. Аператар ЭВМ склаў па- 
кет адвольным чынам. Вызначыць імавернасць таго, што зада- 
ча А з пакета будзе выканана раней, чым задача В. 

1.18. З 30 экзаменацыйных білетаў студэнт ведае 20. Якая 
імавернасць таго, што ён правільна адкажа на 2 пытанні з 2? 

1.19. Па лініі сувязі ў выпадковым парадку перадаюць 30 
знакаў рускага алфавіту. Знайсці імавернасць таго, што на 


2. Зак. 5636. 5 


ленце з'явіцца паслядоўнасць літар, якія ўтвараюць слова 
»квант”. А 

1.20. Па М каналах сувязі выпадковым чынам перадаюць 
К паведамленняў, М 2 К. Вызначыць імавернасць таго, што на 
кожны канал прыпадзе не больш аднаго паведамлення. 

1.21. Па М каналах сувязі, якія пранумераваны, выпад- 
ковым чынам перадаюцца К паведамленняў. Якая імавернасць 
таго, што па і-му каналу будзе перададзена К; паведамлен- 
няў, 2-му - К, ..., М-му каналу - Ку паведамленняў, прычым 
М 
Х Кі“К. 

із] 


1.22. Выкарыстоўваючы ўмову задачы 1.21, знайсці імавер- 
насцё таго, што сярод М каналаў пу такіх, па якіх не будзе 
перададзена ніводнае паведамленне, пу такіх, па якіх будзе 
перададзена толькі адно паведамленне, ..., пк такіх, па якіх 
будзе перададзена К паведамленняў (пу пі... пк Х, 


К 
2 іп» К). 
із1 


1.23. Прымаюцца кодавыя камбінацыі, у якія ўваходзяць 
дзесяць лічбаў - 0 - 9, пры гэтым лічбы не паўтараюцца. Якая 
імавернасць таго, што ў прынятай камбінацыі лічбы складуць 
паслядоўнасць 9876... 2107 

1.24. У п ячэйках выпадкова размешчаны г часціц. Чаму 
раўняецца імавернасць таго, што ў К-ю ячэйку трапіла гу час. 
ціц? 

1.25. Для бесперашкоднага палёту над тэрыторыяй сама- 
лёт, набліжаючыся да яе, пасылае па радыё кодавую групу 
сігналаў, якая складаецца з кропак і працяжнікаў. Знайсці 
імавернасць таго, што радыст, які не ведае кода, адгадае яго, 
перадаўшы якую-небудзь групу наўгад, калі вядома, што 
колькасць кропак і працяжнікаў у ёй роўна пяці. 

1.26. Газ, які складаецца з К малекул, знаходзіцца ў замк” 
нутым сасудзе. У думках раздзелім сасуд на К роўных клетак 
і будзем лічыць, што імавернасць для кожнай малекулы тра- 
піць у кожную з К клетак адна ўтая ж. Якая імавернасць таго, 
што малекулы размяркуюцца так, што ў 1-й клетцы апынецца 
п: малекул, у 2-й - п, малекул, ..., у К-й - пк малекул? 

1.27. З калоды карт (52 карты) наўгад вымаюць З карты. 
Знайсці імавернасць таго, што гэта будуць тройка, сямёрка і 
туз. 

(1.28. З калоды карт (52 карты) наўгад вымаюць 6 карт. Вы- 
значыць імавернасць таго, што сярод гэтых карт: а) будзе дама 
пік; б) будуць карты ўсіх масцей. 
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1.29. Падышоўшы да дзвярэй, чалавек, у якога п ключоў, 
па прычынах, аб якіх можна толькі здагадвацца, пачынае 
паслядоўна падбіраць ключы. Якая імавернасць таго, што 
дзверы адчыняцца з К-га разу, калі вядома, што толькі адзін 
з ключоў падыходзіць да замка. 

1.30. Знайсці імавернасць таго, што ў групе з 25 студэнтаў 
знойдуцца па меншай меры два, якія маюць агульны дзень 
нараджэння? 

1.31. На Старажытнай Русі існавала наступнае гаданне. 
Дзяўчына трымала ў руцэ шэсць травінак так, каб яны тарчалі 
зверху і знізу. Яе сяброўка папарна звязвала травінкі зверху 
і знізу. Калі пры гэтым усе травінкі стваралі кольца, то гэта 
азначала, што дзяўчына ў бягучым годзе выйдзе замуж. Якая: 
імавернасць таго, што ўсе шэсць травінак створаць кольца 7 

1.32. (Задача Банаха). Нейкі матэматык носіць пры сабе два 
карабкі запалак. Кожны раз, калі яму патрабуецца запалка, ён 
выбірае наўгад адзін з карабкоў. Знайсці імавернасць таго, 


што калі матэматык упершыню выме пусты карабок, то ў дру- 
гім карабку застанецца г запалак, г 024... дзе-а -- коль” 
касць запалак, якая была першапачаткова ў кожным карабку. 

1.33. Кожную з п палак разламваюць на дзве часткі - доў- 
гую і кароткую. Затым 2п абломкаў аб'ядноўваюць у п пар, 
кожная з якіх стварае новую палку”. Знайсці імавернасць 
таго, што: а) усе абломкі аб'яднаны ў першапачатковым парад- 
ку; б) усе доўгія часткі злучаны з кароткімі. 

1.34. У чарзе, дзе прадаюцца білеты па 5 руб., стаяць п ча- 
лавек. Якая імавернасць таго, што ніводнаму з пакупнікоў не 
прыйдзецца чакаць рэшты, калі пёрад пачаткам продажу біле- 
таў грошай у касіра не было, а атрыманне платы за кожны бі- 
лет раўнамагчыма як 5-, такі 10-рублёвымі купюрамі? 

1.35. Рашыць задачу 1.34 пры ўмове, што перад продажам 
білетаў у касіра было 2т 5-рублёвых купюр. 


2. ГЕАМЕТРЫЧНАЕ і АКСІЯМАТЫЧНАЕ 
АЗНАЧЭННЕ іМАВЕРНАСЦІ 


Геаметрычная імавернасць з'яўляецца расшырэннем паняцця класічнай 
імавернасці ў выпадку нелічыльнага мноства элементарных падзей. Калі 9 - 
нелічыльнае мноства, імавернасць вызначаюць не на элементарных падзеях, а на 
іх мноствах. 

Няхай раўнамагчымыя злементарныя падзеі () з'яўляюцца пунктамі 92-аб- 
межаванага мноства п-мернай эўклідавай прасторы, якая мае меру Лебега 
у (9). Разгледзім сістэму б вымерных па Лебегу падмностваў 9. Для кожнай 
выпадковай падзеі А“ Й яе імавернасцю назавём лік, роўны Р (А) “ ў (А)/у б), 
дзе р (А) - мера Лебега (у асобных выпадках даўжыня, плошча, аб'ём). Гэта 
азначэнне называюць геаметрычным азначэннем імавернасці. 
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Прыклад 2.1. На дзвюх інфармацыйных дарожках магнітнай стужкі даўжы- 
нёй 100 м запісаны масівы інфармацыі даўжынёй 2 і 30 м, прычым іх месцарас- 
палажэнне невядома. Выпадковым чынам аператар ЭВМ сцёр з абедзвюх інфар- 
мацыю на ўчастку даўжынёй 10 м, які пачынаецца на адлегласці 50 м ад пачатку 
стужкі. Знайсці імавернасць наступных падзей: А - ніякі масіў не пашкоджа- 
ны]; В з (першы масіў пашкоджаны, другі - не]; С“ (другі масіў пашкоджа- 
ны, першы - не]; Р з (абодва масівы пашкоджаны], 

Рашэнне. Паколькі размяшчэнне масіваў невядома, то любое знаходжан- 
не пачатку кожнага з іх, пры якім яны змяшчаюцца на стужку, аднолькава 
магчыма. Няхай х - абсцыса пачатку запісу першага масіва, у -- другога. Прас- 
тора элементарных падзей 9 з ((х, у): 0 ё х « 100- ж, Оу 100 - 30] - 
прамавугольнік, плошча якога р (9) з 80.70 - 5600 м“. На рыс. 2.1 рознымі 
відамі штрыхоўкі адзначаны вобласці, якія адпавядаюць пашкоджанню перша- 
га ідругога масіваў, літарамі А, В, С, Р - вобласці, якія адпавядаюць кожнай: 
з падзей А, В, С, Г. Выкарыстоўваючы геаметрычнае азначэнне імавернасці, 
можна лёгка знайсці імавернасць гэтых падзей, напрыклад, Р (Ф) з у(р)/р(9) 
2 30-40 /5600 - 3/14. 









/8 4 
бах 
ХУ КН 
га ўза 


Да гэтага часу размова вялася аб выпадках, калі мера мноства Ф была аб- 
межаванай і ўсе злементарныя падзеі раўнамагчымымі. Зараз разгледзім азна- 
чэнне імавернасцей, якое свабодна ад такіх абмежаванняў і ў аснове якога ля- 
жыць трактоўка імавернасці як неадмоўнай, нарміраванай лічыльна- ўнай 
функцыі мностваў, што з'яўляюцца падзеямі, г. зн. Р(А), дзе А с Ф. Сукуп- 
насць падмностваў з Ф, на якіх можа быць вызначана імавернасная функцыя, 
патрэбна пабудаць спецыяльным спосабам. 

Падзеі, што маюць імавернасць, ствараюць б-алгебру, г. зн. мноства Т 
падмностваў Ф, здавальняючае наступным уласцівасцям: а) Ф е Р;6) А е 


- оо оо 
арэдзаўде р; АРК 2. У Ака, (П кет); 





Рыс.2.1 
Х 


Прасцейшым прыкладам б-алгебраў з'яўляюцца: трывіяльная 0-алгебра ў, 
якая складаецца з дзвюх падзей (9, 42), дзе 8 - немагчымая падзея; 0-алгеб- 
ра Р, якая складаецца з усіх падзей. 

Прыклад 2.2. Няхай 9 - (6:0 е [0, 1]], А -(о:0 е [0, 2/3]], В (0: 
го е [1/3, 1]]). Апісаць б-алгебру падзей 7 на 9, якая параджаецца падзея- 
мі4іВ. ; 

Рашэнне. Выкарыстоўваючы азначэнне б-алгебры, атрымліваем, што 
наў ай падзей Т складаюць наступныя падзеі (таму што тут А ) В 0, АП 


8,9-[(0:0 86 [0,1], А (о :0 ё[0, 231), В (о :0 “(ШЗ ЦІ, 
А-(о:0 (23, 1], В-(а:0 е [0, 133)), АП ВА (0 :0 е [Ш3, 231], 
АМВ-(о:0 е1[0, 13) (243, Й. 
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Аксіяматычнае азначэнне імавернасці. імавернасцю Р, якая вызначана на 
0-алгебры падзей Р, называецца лікавая функцыя Р(А), А е Р, што здаваль- 
няе наступным аксіёмам: 1) УА е Т, Р(А) 2 0; 2 Р(д) - 1; 3) А, ПА, зе, 


ФК ў 
і Вы а 
РО Ас ) ара. 
Азначэнне. Сукупнасць (9, Р, Р) называецца імавернаснай прасторай. 


2.1. Два студэнты маюць аднолькавую імавернасць прыйсці 
да назначанага месца ў любы момант прамежку часу Т. Знайсці 
імавернасць таго, што адзін будзе чакаць другога на працягу 
прамежку часу, не большага чым і. 

2.2. Па маршруту незалежна адзін ад другога ходзяць два 
аўтобусы: У 20 - цераз 10 і Ж 15 - цераз 7 хвілін. Студэнт пры- 
ходзіць на прыпынак у выпадковы момант. Якая імавернасць 
таго, што яму прыйдзецца чакаць аўтобуса менш трох хвілін? 

2.3. Дадзена ўраўненне х? 4 ах 4 Ь з 0. Вядома, што 0 
“а, Б“ І, прычым імавернасць пападання кожнага з лікаў 
аіЬу які-небудзь інтэрвал прамежку [0, 1] прапарцыянальна 
даўжыні інтэрвалу і не залежыць ад яго месцазнаходжання 
адносна прамежку [0, 1]. Знайсці імавернасць таго, што дадзе- 
нае ўраўненне мае сапраўдныя карані. 

2.4. Знайсці імавернасць таго, што сума двух наўдачу 
ўзятых дадатных правільных дробаў не большая чым адзінка, 
а іх здабытак не большы чым 3/16. 

2.5. На прамежку [0, 1] выпадковым чынам выбіраюць два 
пункты. Якая імавернасць таго, што з прамежкаў, якія атры- 
маны разбіеннем прамежку [0, 1] гэтымі пунктамі, можна 
скласці трохвугольнік? 

2.6. (Задача Бюфона). На плоскасць, на якой праведзены 
паралельныя прамыя, што знаходзяцца адна ад другой на ад- 
легласці 21., кідаюць іголку даўжынёй 21, 14 1.. Знайсці імавер- 
насць таго, што іголка перасячэ прамую. 

2.7. Два судны павінны падысці да аднаго і таго ж прыча- 
лу. Час прыходу кожнага з іх незалежны і раўнамагчымы на 
працягу дадзеных сутак. Вызначыць імавернасць таго, што 
аднаму з суднаў давядзецца чакаць вызвалення прычала, калі 
час стаянкі першага адна гадзіна, а другога - дзве. 

2.8. Два судны плывуць у тумане: адно - уздоўж праліва 
шырынёй І, а другое курсіруе без прыпынкаў упоперак гэтага 
праліва. Хуткасці суднаў адпаведна у; і у). Другое судна падае 
гукавыя сігналы, якія чутны на адлегласці І Ў І. Вызначыць 
імавернасць таго, што на першым судне пачуюць сігналы, калі 
перасячэнне курсаў суднаў раўнамагчыма ў любым месцы 
праліва. Ё 

2.9. Лодка перавозіць груз з аднаго берага на другі, пера- 
сякаючы праліў за адну гадзіну. Якая імавернасць таго, што 
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параход, які рухаецца ўздоўж праліва, будзе заўважаны, калі 
з лодкі заўважаюць параход у выпадку перасячэння яго к: 

не раней, чым за 20 мін да перасячэння з курсам лодкі, і не 
пазней, чым цераз 20 мін пасля перасячэння параходам курсу 
лодкі? Любы момант і любое месца перасячэння параходам 
курсу лодкі раўнамагчымыя. 

2.10. Цягнікі метро ідуць у дадзеным напрамку з інтэрва- 
лам І мін. Якая імавернасць таго, што пасажыру давядзецца 
чакаць цягніка не больш за 20 с? 

2.11. Спадарожнік Зямлі рухаецца па арбіце, якая заключа- 
на паміж 60” паўночнай і 60” паўднёвай шыраты. Знайсці іма- 
вернасць таго, што спадарожнік упадзе вышэй 30” паўночнай 
шыраты, калі лічыць раўнамагчымым падзенне спадарожніка 
ў любы пункт паверхні Зямлі паміж указанымі паралелямі. 

2.12. Слой паветра таўшчынёй Н утрымлівае пылінкі ра- 
дыусам г у колькасці А штук у адной кубічнай адзінцы. Знай- 
сці імавернасць таго, што прамень святла, які перпендыкуляр- 
ны слою, не перасячэ ніводнай пылінкі. : 

2.13. Электрон вылятае з выпадковага пункта ніці напаль- 
вання і рухаецца перпендыкулярна ёй. З якой імавернасцю ён 
свабодна пройдзе праз сетку, што акружае ніць і мае выгляд 
вінтавой лініі радыусам К, таўшчынёй о і шагам Н? 

2.14. Разгледзім часціцу з энергіяй ЕЗ ту? /2, якая рухаец- 
ца ў выпадковым напрамку. Няхай (ў, У» уз) - вектар хут 
касці часціцы ў нейкай сістэме каардынат. Якая імавернасць 
таго, што а ж у; Ў 8? 

2.15. На круглым экране радыёлакатара радыусам г маец: 
ца кропкавае адлюстраванне аб'екта, якое займае выпадковае 
становішча ў межах экрана, прычым ні адна зона ў межах экра- 
на не мае перавагі перад другой. Знайсці імавернасць таго, 
што адлегласць ад пункта аб'екта да цэнтра экрана будзе мен- 
шай, чым г/2. й 

2.16. Самалёт з радыёлакацыйнай станцыяй, дальнасць 
дзеяння якой І., у раёне плошчаю 5 ажыццяўляе пошук пад- 
воднай лодкі з хуткасцю у. Лодка можа ўсплыць у любым 
пункце раёна на час г. Знайсці імавернасць адшукання падвод- 
най лодкі радыёлакатарам, калі час г невялікі. 

2.17. Па радыёлакатару на працягу прамежку часу (0, Т) 
перадаюцца два сігналы працягласцю т “ Т і кожны з адноль 
кавай магчымасцю пачынаецца ў любы момант інтэрвала (0, 
Т- 1).Калі сігналы перакрыюць адзін аднаго хоць бы часткова, 
абодва яны скажаюцца і прыняты быць не могуць. Знайсці 
імавернасць таго, што сігналы будуць прыняты. 

2.18. Маюцца дзве паралельныя лініі тэлефоннай сувязі 
даўжынёй І, адлегласць паміж якімі а“ І. Вядома, што на кож- 


юю 


най з ліній дзесьці ёсць парыў, але невядома ў якім месцы. 
Знайсці імавернасць таго, што адлегласць К паміж пунктамі 


парыву не больш, чым а (аЎ а“ у р. а?), 

2.19. Панарамны прыёмнік перыядычна з пастаяннай хут- 
касцю праходзіць пэўны дыяпазон частот (/), /)), дзе магчыма 
з'яўленне сігнала, за якім устаноўлена назіранне. Паласа пра- 
пускання прыёмніка вызначаецца дапушчальнай расстройкай 
адносна сігнала 3 Л/. Лічачы сігнал імпульсным (выяўленым 
пунктам як па восі часу, так і па восі частот), з'яўленне яго 
раўнамагчымым у любы момант і ў любым пункцё ічтэрвала 
(ў - 47, /; 4), знайсці імавернасць адшукання сігнала. 

2.20. Выкарыстоўваючы ўмову задачы 2.19, знайсці імавер- 
насць пеленга перадатчыка, калі вядома частата сігнала і тое, 
што антэна пеленгатара круціцца раўнамерна з вуглом рас: 
крыцця дыяфрагмы антэны а з 20". 

2.21. У крузе радыусам Г наўдачу выбіраюць пункт. іма- 
вернасць пападання пункта ў нейкую вобласць круга прапар- 
цыянальна плошчы гэтай вобласці. Вызначыць імавернасць 
таго, што: а) пункт знаходзіцца ад цэнтра на адлегласці мен- 
шай за г, г Ю; б) меншы вугал паміж зададзеным напрамкам 
і прамой, якая злучае пункт з пачаткам каардынат, не больш 
чым й. 

2.22. На акружнасці радыусам, роўным адзінцы, з цэнтрам 
у пачатку каардынат наўдачу выбіраюць пункт. Імавернасць 
выбару пункта на нейкай дузе акружнасці залежыць толькі 
ад даўжыні гэтай дугі і прапарцыянальна ёй. Знайсці імавер- 
насль таго, што: а) праекцыя пункта на дыяметр знаходзіцца 
адцэнтра на адлегласці не большай за г, г“ 1; б) адлегласць 
ад выбранага пункта да пункта з каардынатамі (1, 0) не больш 
за г. 

2.23. У квадраце з вяршынямі (0, 0), (0, 1), (1, 1), (1, 0) наў- 
гад выбіраюць пункт М. Няхай (5, п) - яго каардынаты. Бу- 
дзем лічыць, што імавернасць пападання ў вобласць, якая 
ляжыць у квадраце, залежыць толькі ад плошчы гэтай воб- 
ласці і прапарцыянальна ёй. Даказаць, што для 0“ х, ух 1 


Рб хх,пжуўзР(іб“х)Р( зу] Зху. 
2.24. Па ўмове задачы 2.23 для 0 « 2 “ 1 знайсці: а) Р(15 - 
- 9142]; б) Р(бп Ж 2]; в) Р((Б “ п)/2 “ 2]; г) Р(тіп (5, п)“ 
Ж 2]; д) Р(тах (Б, п)“ 2]. 
2.25. Няхай 9 з (о :0 е [0, 1], Аз (б: «е [0, 1/2]]), В” 
г(о:о е[122, 1), СЗ (жб:о е [1/3, И/2]], РЗ (о:о « б], 
дзе б - мноства ўсіх рацыянальных лікаў адрэзка [0, 1]. Апі- 


п 


саць б-алгебру падзей Т на Ф, якая параджаецца падзеямі: 
а) А, В;6) С; в). 

2.26. Ці можа колькасць усіх падзей якой-небудзь імавер- 
наснай прасторы быць роўнай 129, 130, 1287 

2.27. Няхай п - колькасць элементарных падзей нейкай 
імавернаснай прасторы. Знайсці мінімальнае і максімальнае 
магчымыя значэнні для колькасці падзей. 


2.28. Няхай А; 9 А) ? ... - неўзрастаючая паслядоўнасць 
падзей. Даказаць, што “ А, і “іп Р(А,). 
ва пэо 
2.29. Няхай А: “ А; С ... - неўбываючая паслядоўнасць 


падзей. Даказаць, что “ ё. “ з Іт Р(А,). 
із пэ 


2.30. Даказаць, што “ (Я а з Р(А:) ЕР(А.А)) га 
гы 


БР(А А 4А3)З “е 
2.31. Няхай А., А», ...; В, В;, ... - дзве паслядоўнасці па- 
дзей, прычым Ііт Р(В.) з 1. Даказаць, што Іт Р(А,)- 
п?о пэо 
2 1іт Р(А, В.), калі вядома, што хаця б адзін з гэтых лімітаў 


по 


існуе. 


3. УМОЎНАЯ іМАВЕРНАСЦЬ і НЕЗАЛЕЖНАСЦЬ ПАДЗЕЙ 


Азначэнне. Няхай дадзена імавернасная прастора (2, Т, Р)і А, В'е Ж. 
Дапусцім, што Р(В) 2» 0. Умоўнай імавернасцю падзеі А пры ўмове, што адбы- 
лася падзея В, называецца дзель імавернасцей Р (Д П В)іР (8): 


Р(А/В) “ Р(А Й В) /Р(В). 


Прыклад 3.1. Кідаюць ігральны кубік. Якая імавернасць таго, што выпадзе 
колькасць ачкоў большая за тры (падзея А), калі вядома, што выпала цотная 
грань (падзея В)? З 

Рашэнне. Падзеі В адпавядае выпадзенне лікаў 2; 4; 6, падзеі А - вы- 


Р(АПВ) 2/6 2 
падзенне лікаў 4; 5; 6, падзеі А П В - 4; 6. Таму РАД) СА а а аа 


Азначэнне. Падзеі А і В называюцца незалежнымі, калі Р(А п8)- 
2 Р(А)Р(В). Падзеі А і В называюць несумеснымі, калі АВ - О. 

Азначэнне. Падзеі А, А), ... А, называюцца незалежнымі ў сукупнасці, 
калі пры любых наборах індэксаў (і), і., ..., і) такіх, шо 1119) 9.. 9 
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т 
«іх п, 2“ т“ п, мае месца роўнасць Р(Аі, п Аі) П «Й Аі,) шай Р(А.). 


Калі гэта роўнасць справядліва толькі пры т» 2, то падзеі называюцца незалеж- 
нымі парамі. 


Прыклад 3.2. Падкідваюць дзве манеты. Няхай падзея А заключаецца ў 
выпадзенні герба на першай манеце, В - у выпадзенні лічбы на другой манеце, 
падзея С - у выпадзенні манет рознымі бакамі. У гэтым выпадку Ф » (ГЛ, ГГ, 
лг, лл], А - (гл, гг], в- (ГЛ, ЛЛ), С (ГЛ, ЛГ), АП В (ГЛ), Р(АПВ)- 
214 - Р(д)Р(В), Р(А П С) з И4 - Р(А)Р(С), Р(В П С) - 1/4 - Р(В)Р(С), Р(А П 
080) - И4 З Р(А)Р(В)Р(С) - 1/8, г. зн. А, В, С - незалежныя парамі, але не- 
залежнасці ў сукупнасці тут няма. 


Трэба адзначыць, што на практыцы незалежнасць падзей правяраецца не па 
азначэнню, а зыходзячы з умоў эксперыменту: можна паказаць, што калі падзеі 
звязаны з незалежнымі зксперыментамі, то і самі падзеі незалежныя. 

Справядліва наступнае сцвярджэнне, вядомае як тэарэма множання іма- 


п п 
вернасцей. Няхай Ау 9 г.,к1.,2, ...,п, » ац а. » 0. Тады Р (ат, а.) ш 


п-1 / т 
З Р(А)) П Р ана Ах) 


ті ў 


Прыклад 3.3. АСанент забыў апошнюю лічбу нумара тэлефона і таму набі- 
рае яе наўгад. Знайсці імавернасць таго, што яму прыйдзецца званіць не больш 
чым у тры месцы. 

Рашэнне. Абазначым праз А ; падзею, якая заключаецца ў тым, што аба- 
нент звоніць і-ты раз і набірае не той нумар, і з 1, 3. Тады маем Р(А,) з 


1 9 8 7 


е а л6 Р(АА)) З 97, Р(А./А. П А.) - 37. Шукаемая імавер- 


насць: 1- Р(А)П АПА) 1-Р(А РАА) Р(АХА ПА) 03. 


3.1. Студэнт прыйшоў на экзамен, ведаючы толькі 20 з 
25 пытанняў праграмы. Экзаменатар задаў студэнту З пытанні. 
Выкарыстоўваючы паняцце ўмоўнай імавернасці, знайсці 
імавернасць таго, што студэнт ведае ўсе гэтыя пытанні. 

3.2. імавернасць пападання стралка ў першую мішэнь 
роўна 2/3. Калі стралок пры першым выстрале паражае мішэнь, 
то ён атрымлівае права на выстрал па другой мішэні. Імавер- 
насць паразіць дзве мішэні пры двух выстралах роўна 0,5. Вы- 
лічыць імавернасць паражэння другой мішэні. 

3.3. Колькі трэба ўзяць лікаў з табліцы выпадковых цэлых 
лікаў, каб з імавернасцю не меншай 0,9 быць упэўненым, што 
сярод іх хаця б адзін лік - цотны? 

3.4. Для некаторай мясцовасці сярэдні лік ясных дзён у лі- 
пені роўны 25. Знайсці імавернасць таго, што першыя два дні ў 
ліпені будуць яснымі. 

3.5. У кампаніі з 2п людзей аднолькавая колькасць муж- 
чын і жанчын. Месца за сталом займаюць наўдачу. Вызначыць 
імавернасць таго, што дзве асобы аднаго полу не сядуць побач. 


З. Зак. 5636 13 


3.6. Ёсць група з К касмічных аб'ектаў, кожны з якіх не- 
залежна ад другіх знаходзіцца радыёлакацыйнай станцыяй з 
імавернасцю р. За групай аб'ектаў вядуць назіранне незалеж- 
на адзін ад аднаго т радыёлакацыйных станцый. Знайсці іма- 
вернасць таго, што не ўсе аб'екты з групы будуць знойдзены. 

3.7. Вылічыць імавернасць таго, што выбраны наўдачу вы- 
раб першасортны, калі вядома, што 5 9“; усёй прадукцыі з'яўля- 
ецца бракам, а 75 7 небракаваных вырабаў - вырабы першага 
сорту. 

3.8. Партыя з ста вырабаў падвяргаецца выбарачнаму 
кантролю. Умовай непрыгоднасці ўсёй партыі з'яўляецца пры- 
сутнасць хаця б аднаго бракаванага вырабу сярод пяці праве- 
раных. Якая імавернасць таго, што дадзеная партыя не будзе 
прынята, калі ў ёй ёсць 5 7 бракаваных вырабаў? 

3.9. Праводзіцца выпрабаванне прыбора. Пры кожным вы- 
прабаванні прыбор выходзіць са строю з імавернасцю р. Пасля 
першага выхаду са строю прыбор рамантуюць, пасля другога 
прызнаюць непрыгодным. Знайсці імавернасць таго, што пры- 
бор канчаткова выйдзе са строю пры К-тым выпрабаванні. 

3.10. імавернасць выхаду са строю К-га блока ЭВМ за інтэр- 
вал часу Т роўна р., КЗ 1, 2, ..., п. Вызначыць імавернасць вы- 
хаду са строю за гэты прамежак часу хаця б аднаго з п блокаў 
ЭВМ, калі вядома, што работа ўсіх блокаў узаемна незалежна. 

3.11. ЭВМ, у якой падазраюць наяўнасць дэфекту, падвяр- 
гаюць тэстыраванню з мэтай яго выяўлення. Для гэтага пры- 
мяняюць паслядоўна п тэстаў. імавернасць лакалізацыі дэфек- 
ту пры першым тэсце роўна ру, умоўная імавернасць лакалі- 
зацыі дэфекту пры другім тэсце (калі пры першым дэфект не 
быў лакалізаваны) - р, умоўная імавернасць выяўлення дэ- 
фекту пры і-м' тэсце (калі пры першых і- І ён не быў выяўле- 
ны) - р. із 1, 2,..., п. Знайсці імавернасці наступных падзей: 
а) праведзена не менш трох тэстаў; б) праведзена не больш 
трох тэстаў; в) дэфект лакалізаваны дакладна пры чацвёртым 
тэсце; г) дэфект не лакалізаваны пасля п тэстаў; д) праведзены 
ўсе п тэстаў. 


3.12. Няхай А), А;, ..., А, - незалежныя ў сукупнасці па- 
п - 
дзеі. Даказаць, што ЫІ Ў, Аў -1- П Р(А.). 
- і-1 


3.13. Кожная літара слова ЭЛЕКТРОНІКА” напісана на 
асобнай картачцы, якія старанна перамешаны. Паслядоўна вы- 
маюць чатыры карткі. Якая імавернасць атрымаць слова 
»КІНО”? 

3.14. Ці ёсць падзеі, незалежныя ад саміх сябе? Вызначыць 
усе такія падзеі. 


м 


3.15. Імавернасць таго, што нейкае ўстройства касмічнага 
карабля сапсуецца, роўна р. Колькі запасных устройстваў трэ- 
ба мець на караблі, каб забяспечыць імавернасць правільнай 
працы не меншую, чым Р? 

3.16. Вымяральнае ўстройства складаецца з двух прыбо- 
раў. Імавернасць спраўнай работы К-га прыбора за разгледжа- 
ны перыяд часу роўна І - ау, Кз 1, 2. Знайсці імавернасць та- 
го, што абодва прыборы будуць працаваць: а) калі вядома, што 
паломкі ў іх узнікаюць незалежна; б) калі нічога не вядома 
пра залежнасць паміж паломкамі гэтых прыбораў. 

3.17. Балаціруюцца два кандыдаты, прычым за першага ў 
урну апушчана л, за другога т бюлетэняў, п 2 т. Якая іма- 
вернасць таго, што на працягу ўсяго часу падліку бюлетэняў 
колькасць падлічаных галасоў, якія пададзены за першага 
кандыдата, будзе больш колькасці галасоў, якія пададзены за 
другога? 

3.18. Праведзены тры незалежныя вымярэнні нейкай фі- 
зічнай велічыні. імавернасць таго, што пры адным вымярэнні 
памылка перавысіць заданую дакладнасць, роўна р. Вызна- 
чыць імавернасць таго, што толькі ў адным з вымярэнняў па- 
мылка перавысіць заданую дакладнасць. 

3.19. Прыбор складаецца з блокаў, якія выходзяць са 
строю незалежна адзін ад аднаго. Надзейнасць (імавернасць 
спраўнай работы) кожнага блока роўна р. Знайсці надзейнасць 
Р прыбора для выпадкаў, якія паказаны на рыс. 3.1. 





Рыс. 3.1 
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3.20. У час стральбы ракетамі па цэлі пападанні асобных 
ракет незалежныя і імавернасць пападання кожнай ракеты 
роўна р. Кожная ракета паражае цэль з імавернасцю ру. 
Стральба вядзецца да паражэння цэлі ці да расходвання ўсяго 
боезапаса; колькасць ракет п 7? 2. Знайсці імавернасць таго, 
што не ўвесь гэты запас будзе расходаваны. 

3.21. Паведамленне, якое перадаюць па каналу сувязі, 
складаецца з п знакаў. Пры перадачы кожны знак скажаецца 
незалежна ад другіх з імавернасцю р. Для надзейнасці па- 
ведамленне дубліруюць, г. зн. паўтараюць К разоў. Якая іма- 
вернасць таго, што хаця б адно з перададзеных паведамленняў 
не будзе скажацца ніў адным знаку 7 

3.22. Спрошчаная схема кантролю вырабаў складаецца з 
дзвюх незалежных праверак. У выніку К-й праверкі (К з 1, 2) 
выраб, які адпавядае стандарту, бракуецца з імавернасцю Вк, 
а бракаваны выраб прымаецца з імавернасцю ау. Выраб пры- 
маецца, калі ён прайшоў абедзве праверкі. Знайсці імавер- 
насць наступных падзей: а) бракаваны выраб будзе прыняты; 
б) выраб, які адпавядае стандарту, будзе адбракаваны. 

3.23. Унікальны прыбор, ад якога патрабуецца вельмі вялі- 
кая надзейнасць, складаецца з К дэталей Р), Р», ..., Ру. Перад 
зборкай кожную дэталь усебакова правяраюць і, калі яна ака- 
жацца высакаякаснай, уключаюць ў прыбор, а калі не - за- 
мяняюць запасным экземплярам, які таксама правяраюць. 
Зборшчык мае ў наяўнасці запас дэталей кожнага тыпу: п; эК- 


земпляраў дэталі Р, із 1, К, А п; з п. Калі запасных дэталей 
із 


не хапае, зборка адкладаецца. імавернасць таго, што асобны 
экземпляр дэталі Р; акажацца высакаякасным, роўна Р, і не 
залежыць ад якасці другіх экземпляраў. Знайсці імавернасці 
наступных падзей: А з (наяўнага запасу дэталей дастаткова 
для зборкі прыбора]; В з ўпры дадзеным запасе дэталей збор- 
шчык можа сабраць прыбор, і хаця б адна дэталь любога тыпу 
застанецца ў запасе]. 

3.24. Шукаючы спецыяльную кнігу, студэнт вырашыў 
абысці тры бібліятэкі. Наяўнасць кнігі ў фондзе бібліятэкі ад- 
нолькава імаверна, і калі кніга ёсць, то аднолькава імаверна 
занята яна другім чытачом ці не. Што больш імаверна - даста- 
не студэнт кнігу ці не (бібліятэкі камплектуюцца незалежна 
адна ад другой)? 

3.25. Прывесці прыклад, які паказвае, што з Р(д П Вай С)З 
2 Р(А) Р(В) Р(С) і Р(С) 2 0 не вынікае, што Р(А П В) з Р(А) Р(В). 

3.26. Вядома, што падзеі А і В - незалежныя і несумесныя. 
Знайсці тіп (Р(А), Р(В)]. 
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4. ФОРМУЛЫ ПОЎНАЙ іМАВЕРНАСЦІ і БАЕСА 


Азначэнне. Няхай дадзена імавернасная прастора (9, Р, Р). Сукупнасць 
падзей А 1 А), «аў А, ё Р называецца поўнай групай падзей, калі выконваюцца 
п 


наступныя ўмовы: а) Ў А, 29; б)А,П А, -О, і К; в) Р(А0)2 0, КЗ І, п. 
к-1 
Калі А, А;, ..., А, складаюць поўную групу падзей, то для кожнаў па- 
дзеі В ў 
п п п 
в-впо-0 Аа ў МЫ Е Р(ВПА)» 
к-1 к-1 к-1 


-2 Р(АОЬ(В/А)). 
к-1 


Адсюль вынікае ; грмула поўнай імавернасці: 


Р(в)- Ё РА Р(В/А.). 
к-1 


Калі Р(В)» 0, то 
Р(А, П В) -Р(В) Р(А, /В) “Р(А ў) Р(В/А 0) Р(А 78) 


РАОР(ВІА) РА Р(ВІАЎ) 


з н кі, п. 
Р(В) С РадР (Ваў 
і мае месца формула Баеса: Р(А))Р(В/А)) 
Ба) НЕННЕ. кі. 


Ра) РвА) 


Пры рашэнні задач зручна прымаць да заўвагі, што калі падзея В ё 7 можа 
адбывацца толькі з адной з падзей А, А.) ..., А, то пры Р(В) 2 0 справядлівы 
формулы поўнай імавернасці і Баеса. 


Прыклад 4.1. Для кантролю прадукцыі з трох партый дэталей узята для 
выпрабавання адна дэталь. Якая імавернасць выяўлення бракаванай прадук- 
цыі, калі ў адной партыі 2/3 дэталей бракаваных, а ў двух другіх усе дабра- 
якасныя? 

Рашэнне. Няхай В з (узятая дэталь - бракаваная), А. з (дэталь бярэц- 
ца з К-й партыі), К з 1, 3. Тады Р(А)) з 13, КЗ 1, 3, Р(В/А.) 213, Р(В/А,) з 


АР(ВІА.)-9, Р(В)- Е РА РВА )-28. 
к-1 


Прыклад 4.2. Прыбор складаецца з двух блокаў, работа кожнага з іх не- 
абходна для работы ўсяго прыбора. Надзейнасць (імавернасць безадказнай рабо- 
ты на працягу часу 1) першага блока роўна ру, другога - р). Прыбор правяралі 
на працягу часу і і ў выніку выявілі, што ён перастаў дзейнічаць. Знайсці іма- 
вернасць таго, што перастаў дзейнічаць толькі першы блок, а другі спраўны. 

Рашэнне. Няхай А) з (абодва блокі спраўныя], А. з (першы блок пера- 
стаў дзейнічаць, а другі спраўны), Аз з (першы блок спраўны, а другі перастаў 
дзейнічаць), А. “ (абодва блокі перасталі дзейнічаць]. Гэтыя падзеі складаюць 


1 


ай 


поўную групу падзей. Знойдзем іх імавернасці: Р(А)) - рр, РА) 
з(1-р])р;, Р(Аз)зрі(1-р,), Р(Ад) з (1-р]) (1 - р). Паколькі назіралася 
падзея В - (прыбор перастаў дзейнічаць], то Р(В/А) - 0, Р(В/А,) - Р(В/А.)- 
ЗР(ВІ/А 4) з 1. Па формуле Баеса знаходзім 

(1-р1)Р» (1-рі)р; 


4-рррэзрі-рд(1-рд(а-р)  1-рір; 





Р(А./8) - 


4.1. Сярод М экзаменацыйных білетаў п шчаслівых”. Сту- 
дэнты падыходзяць за білетамі адзін за другім. У каго большая 
імавернасць узяць ,, шчаслівы” білет: у таго, хто падышоў пер- 
шым, ці ў таго, хто падышоў другім? Якая імавернасць узяць 
»шчавлівы” білет у апошняга студэнта? 

4.2. У кожным з 15 экзаменацыйных білетаў па два пытан- 
ні, якія не паўтараюцца. Студэнт можа адказаць толькі на 25 
пытанняў. Вызначыць імавернасць таго, што экзамен будзе 
вытрыманы, калі для гэтага дастаткова адказаць на два пы- 
танні з аднаго білета ці на адно пытанне з першага білета і на 
дадатковае пытанне з другога білета. зўа 

4.3. У тэхнікуме п студэнтаў, з якіх пу, К з 1, 3, вучацца 
К-ты год. З двух выпадкова выбраных студэнтаў адзін вучыц- 
ца больш за другога. Якая імавернасць таго, што гэты студэнт 
вучыцца трэці год? ў 

4.4. З лікаў І, 2, ..., п адзін за другім выбіраюць наўгад 
два лікі. Якая імавернасць таго, што рознасць паміж першым 
выбраным лікам і другім будзе не менш, чым т? 

4.5. Турысты выйшлі з пункта О, выбіраючы наўгад на раз- 
галінаванні дарог адзін з магчымых шляхоў (рыс. 4.1). Якая 
імавернасць таго, што яны трапяць у пункт В? 


о 
А, ўе 


В 


Рыс. 4.1 


4.6. На назіральнай станцыі ўстаноўлены чатыры радыё- 
лакатары розных канструкцый. імавернасць выяўлення цэлі 
з дапамогай першага лакатара роўна 0.86, другога - 0,9, трэ- 
цяга - 0,92, чацвёртага - 0,95. Наглядальнік наўгад уключае 
адзін з лакатараў. Якая імавернасць выяўлення цэлі? 
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4.7. імавернасці таго, што ў час работы ЭВМ адбудзецца 
збой у арыфметычным устройстве, аператыўнай памяці, астат- 
ніх устройствах адносяцца як 3:2;:5. імавернасці выяўлення 
збою ў іх жа роўны 0,8; 0,9; 0,9 адпаведна. Знайсці імавернасць 
таго, што збой, які ўзнікае ў ЭВМ, будзе выяўлены. 

4.8. Да цэнтральнай мікра-ЭВМ падключаны М перыферый- 
ных устройстваў (ПУ). імавернасць таго, што ПУ, якое перадае 
паведамленне ў цэнтральную мікра-ЭВМ у момант і, спыніць 
перадачу да моманту і Лі, роўна «Д з о(Д 0). Калі ў момант 
і з гэтага ПУ у цэнтральную мікра-ЭВМ не перадаецца паведам- 
ленне, то імавернасць таго, што яно пачне паступаць да моман- 
ту часу і“ Лі, састаўляе ВД: з о(Лі) незалежна ад работы 
другіх ПУ. Скласці дыферэнцыяльныя ўраўненні, якім зда- 
вальняюць Р, (1) - імавернасці таго, што ў момант і паведам- 
ленні паступаюць з п ПУ. Знайсці стацыянарнае рашэнне гэтых 
ураўненняў. 

4.9. імавернасць таго, што пісьмо знаходзіцца ў стале, 
роўна р, прычым яно з аднолькавай імавернасцю можа знахо- 
дзіцца ў любой з васьмі скрынак стала. Праверылі сем скры- 
нак - пісьма не знайшлі. Якая імавернасць таго, што пісьмо 
знаходзіцца ў восьмай скрынцы? 

4.10. У групе 10 студэнтаў. Трое падрыхтаваліся да экзаме- 
на на адзнаку выдатна”, чацвёра - на адзнаку , добра”, 
двое - на здавальняюча”, адзін - на нездавальняюча”. У 
экзаменацыйных білетах 20 пытанняў. Выдатнік ведае адказ 
на ўсе пытанні, добры студэнт - на 16 пытанняў, пасрэдны - 
на 10, дрэнны - на 5. Выкліканы студэнт адказаў на ўсе тры 
пытанні. Знайсці імавернасць таго, што ён: а) выдатнік; б) дрэн- 
ны студэнт. 

4.11. Праціўнік можа ўжываць ракеты трох тыпаў А, В, С 
з імавернасцямі Р(А) з 0,3, Р(В) » 0,6, Р(С) з О.І. імавернасці 
збіць ракеты гэтых тыпаў роўны 0,6; 0,8; 0,9 адпаведна. Вядо- 
ма, што праціўнік выкарыстаў дзве ракеты аднаго тыпу. Вы- 
значыць імавернасць таго, што абедзве ракеты будуць збіты. 

4.12. Па каналу сувязі перадаецца адна з паслядоўнасцей 
літар (каманда) АААА, ВВВВ, СССС з імавернасцямі 0,5; 0.3; 
0,2 адпаведна. Кожная асобная літара прымаецца правільна 
з імавернасцю 0,8 і прымаецца за адну з дзвюх іншых літар з 
імавернасцю 0,1. Маецца на ўвазе, што літары скажаюцца не- 
залежна адна ад другой. Знайсці імавернасць таго, што было 
перададзена ААДА, калі прынята АВСА. 

4.13. Нейкую дэталь вырабляюць на двух заводах. Вядома, 
што аб'ём прадукцыі першага завода ў п разоў большы, чым 
аб'ём прадукцыі другога завода. Доля браку на першым заво- 
дзе рі, на другім ру. Наўгад узятая дэталь аказалася бракава- 
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най. Знайсці імавернасць таго, што гэтая дэталь зроблена на 
першым заводзе. е 

4.14. Пры пасадцы самолёта на аэрадром, калі дазваляе 
надвор'е, лётчык садзіць самалёт, назіраючы за аэрадромам ві- 
зуальна. У гэтым выпадку імавернасць удалай пасадкі роўна 
р:. Калі над аэрадромам нізкая воблачнасць, лётчык садзіць 
самалёт усляпую”, па прыборах. Надзейнасць (імавернасць 
безадказнай работы) прыбораў пры »сляпой” пасадцы роўна 
Р. Калі прыборы працуюць нармальна, то імавернасць ўдалай 
пасадкі таксама рі. Калі ж прыборы не працуюць, то лётчык 
можа ўдала пасадзіць самалёт з імавернасцю р» “ р]. Знайсці 
поўную імавернасць удалай пасадкі самалёта, калі вядома, 
што ў К 9 усіх выпадкаў пасадкі над аэрадромам нізкая воб- 
лачнасць. 

4.15. Зыходзячы з умовы задачы 4.14, для выпадку ўдалай 
пасадкі самалёта вызначыць імавернасць таго, што лётчык 
карыстаўся прыборамі сляпой пасадкі. 

4.16. Студэнт прыходзіць у аўдыторыю для выканання ла- 
бараторнай работы, у якой знаходзяцца п ЭВМ, надзейнасць 
(імавернасць спраўнай работы) якіх роўна ру, р», ..., ра адпа- 
ведна. Для працы ён выбірае адну з машын наўгад. Пры выка- 
нанні лабараторнай работы на спраўнай ЭВМ студэнт памы- 
ляецца ў сярэднім у К 7; выпадкаў. Знайсці імавернасць таго, 
што студэнт правільна выканае лабараторную работу. 

4.17. У час выпрабанняў было ўстаноўлена, што імавер- 
насць безадказнага дзеяння рэле пры адсутнасці перашкод 
роўна 0,99, перагрэве - 0,95, вібрацыі - 0,9, пры вібрацыі і 
перагрэве - 0.8. Знайсці імавернасць Р; адказу гэтага рэле ў 
час працы ў гарачых краінах (імавернасць перагрэву - 0,2, 
вібрацыі - 0,1) і імавернасць Р» адказу ў час працы ў вандроў- 
най лабараторыі (імавернасць перагрэву - 0,1, вібрацыі - 0.3), 
калі лічыць перагрэў і вібрацыю незалежнымі падзеямі. 

4.18. Выкарыстоўваючы ўмову задачы 4.17, знайсці межы, 
у якіх могуць змяняцца імавернасці Р; і Р», калі адмовіцца ад 
меркавання аб незалежнасці перагрэву і вібрацыі. 

4.19. Апрабоўваецца прыбор, які складаецца з двух бло- 
каў, што выходзяць са строю незалежна адзін ад аднаго. На- 
дзейнасць (імавернасць спраўнай работы на працягу часу 1) 
роўна 0.9 і 0,7 адпаведна. Па сканчэнні часу і выяснілася, што 
прыбор няспраўны. Знайсці з улікам гэтага імавернасці наступ- 
ных падзей: А; з (няспраўны толькі першы блок]; А» з (ня- 
спраўны толькі другі блок]; Аз (няспраўны абодва блокі]. 

4.20. Імавернасць таго, што транзістар перастане працаваць 
на працягу часу (і, і Л1),роўна АЛ“ 0(41), Аг - 0. Якая 


м 


імавернасць таго, што транзістар спраўна праробіць да моман- 
ту і, калі адказ пасля моманту 5 не залежыць ад функцыяніра- 
вання да моманту 57 

4.21. імавернасць размнажэння бактерыі на працягу часу 
(і, 1-4!) роўна ВД: о(41), 41 - 0. Працэс размнажэння кож- 
най бактэрыі працякае незалежна ад другіх бактэрый і ўлас- 
ных паводзін да моманту і. У пачатковы момант у банцы было 
г бактэрый. Вызначыць імавернасць таго, што ў момант і у бан- 
цы будзе п бактэрый. 

4.22. Рашыць задачу 4.2] пры дадатковай умове, што 
імавернасць гібелі бактэрый на працягу часу Лі роўна ўДг- 
зь 0(4а), Ді- 0. 

4.23. імавернасць паступлення на тэлефонную станцыю К 
вызаваў за прамежак часу і роўна Р. (К). Будзем лічыць коль- 
касць вызаваў за любыя два суседнія прамежкі часу незалеж- 
“ нымі. Вызначыць імавернасць Р); (5) паступлення 5 вызаваў за 
прамежак часу 2. 

4.24. імавернасць таго, што два блізняты будуць аднаго 
полу, прыблізна роўна 0,64, а імавернасць нараджэння хлоп- 
чыка - 0;51. Знайсці імавернасць таго, што другі з блізнят бу- 
дзе хлопчыкам, пры ўмове, што першы з іх - хлопчык. 

4.25. Часцінка блукае па цэлых пунктах адрэзка [а, б] пры- 
чым рухаецца направа з імавернасцю р, налева - з імавер- 
насцю д з І - р. Знайсці імавернасць таго, што яна дасягне 
правага канца, калі ў зыходны момант знаходзіцца ў пункце 
п'е [а, Б]. е 

4.26. Радыёлямпа можа належыць да адной з трох партый з 
імавернасцямі р], р», рз, Дзе рі “ Рэ 0,25, р» з 0,5. Імавернасці 
таго, што лямпа будзе працаваць зададзеную колькасць гадзін, 
роўны для гэтых партый 0,1; 0,2 і 0,4 адпаведна. Вызначыць 
імавернасць таго, што гэтая лямпа будзе працаваць зададзе- 
ную колькасць гадзін. 

4.27. Трое рабочых выдаюць адпаведна 30; 50 і 20 “с усёй 
прадукцыі. У першага брак складае 2 92, другога - 5, трэцяга - 
1 ў. Выпадкова выбраны выраб аказаўся бракаваным. Якая 
імавернасць таго, што ён зроблены другім рабочым? 

4.28. Па каналу сувязі перадаюць сімвалы А, В, С з імавер- 
насцямі 0,4; 0,3; 0,3 адпаведна. Імавернасць скажэння сімвала 
роўна 0.4, і ўсе скажэнні раўнаверагодныя. Для павелічэння 
надзейнасці кожны сімвал паўтараюць чатыры разы. На вы- 
хадзе ўспрынялі паслядоўнасць ВАСВ. Якая імавернасць таго, 
што перадалі АААА, ВВВВ, СССС? 

4.29. Паведамленне можа перадавацца па кожнаму з п 
каналаў сувязі, якія знаходзяцца ў розных станах: п: кана- 
лаў - у добрым стане і п) - у пасрэдным, п] “Ў пу“ п. імавер- 


4. Зак. 5636. 1 


насці правільнай перадачы паведамлення для розных тыпаў 
каналаў роўны р. і р; адпаведна. Для павелічэння яго даклад- 
насці паведамленне перадаюць два разы па двух розных кана- 
лах, якія выбіраюць наўгад. Знайсці імавернасць таго, што 
хаця б па аднаму з каналаў яно будзе перададзена правільна. 

4.30. Ёсць пяць каналаў сувязі, паведамленні па якіх раз- 
мяркоўваюцца выпадковым чынам з роўнай імавернасцю. Іма- 
вернасць скажэння паведамлення пры яго перадачы па і-му 
каналу роўна р., і “ 15. Выбраны нейкі канал, і па яму пера- 
дадзены п- І паведамленні, ні адно з якіх не сказілася. Знайсці 
імавернасць таго, што л-е паведамленне, перададзенае па таму 
ж самаму каналу, не будзе екажоным. 

4.31. Перадача сігналаў адбываецца з імавернасцямі Р), 
Р, Р. у адным з трох рэжымаў; у кожным з гэтых рэжымаў 
сігнал даходзіць да адрасата нескажоным перашкодамі з іма- 
вернасцямі р), р», рз адпаведна. Перадача трох сігналаў адбы- 
валася ў адным з рэжымаў, у якім - невядома. Знайсці 
апастэрыёрныя імавернасці таго, што перадача адбывалася ў 
першым, другім і трэцім рэжымах. 

4.32. На ўваход радыёлакацыйнага ўстройства з імавер- 
насцю р паступае сумесь карыснага сігналу з перашкодай, а з 
імавернасцю (1 - р) - толькі адна перашкода. Калі паступае 
карысны сігнал з перашкодай, то ўстройства рэгіструе прысут- 
насць якога-небудзь сігналу з імавернасцю рі, калі толькі 
перашкода - з імавернасцю р;. Вядома, што ўстройства за- 
рэгістравала прысутнасць якога-небудзь сігналу. Знайсці іма- 
вернасць таго, што ў яго складзе прысутнічае карысны сігнал. 

4.33. Радыёлакацыйная станцыя вядзе назіранне за аб'ек- 
там, які можа прымяняць ці не прымяняць перашкоды. Калі 
аб'ект не прымяняе перашкод, то за адзін цыкл агляду стан. 
цыя адшуквае яго з імавернасцю ру, калі прымяняе - з імавер- 
насцю р. Ў ру. імавернасць таго, што на працягу цыкла будуць 
прымяняцца перашкоды, роўна р і не залежыць ад таго, як і 
калі прымяняліся перашкоды ў астатніх цыклах. Знайсці іма- 
вернасць таго, што аб'ект будзе адшуканы хаця б адзін раз за п 
цыклаў агляду. 

4.34. У час вучэнняў самалёт, які вылятае на заданне, ства- 
рае радыёперашкоды, якія з імавернасцю 0.4 »забіваюць” ра- 
дыёсродкі сістэмы паветранай абароны (СПА). Калі радыёсрод- 
кі забіты”, самалёт падлятае да аб'екта неабстрэляным, скід- 
вае бомбы і паражае аб'ект з імавернасцю 0,8. Калі радыёсрод- 
кі сістэмы СПА ,не забіты”, то самалёт падвяргаецца абстрэлу 
і збіваецца з імавернасцю 0,7. Знайсці імавернасць таго, што 
аб'ект будзе разбураны. 


2 


4.35. Цэль, па якой вядзецца стральба, з імавернасцю р 
знаходзіцца ў пункце А, а з імавернасцю (І - р) - у пункце В. 
У распараджэнні страляючага ёсць М снарадаў, кожны з якіх 
паражае цэль незалежна ад другіх з імавернасцю Р. Якую коль- 
касць снарадаў трэба выпусціць па пункту А для таго, каб 
паразіць цэль з максімальнай імавернасцю? 

4.36. Аб'ект, за якім вядзецца назіранне, можа знаходзіц- 
ца ў адным са станаў А: ці А., апрыёрныя імавернасці якіх 
рі і ру адпаведна. Ёсць дзве крыніцы інфармацыі аб стане 
аб'екта: з першай вядома, што аб'ект знаходзіцца ў стане А), 
з другой - што ў стане А;. З першай крыніцы правільныя вест- 
кі аб стане назіраемага аб'екта паступаюць у 90, з другой - у 
60 9; выпадкаў. На аснове аналізу данясенняў знайсці апастэ- 
рыёрныя імавернасці станаў А] і А). 

4.37. Для пошукаў прапаўшага судна выбрана 10 самалётаў 
і кожны з іх можна выкарыстоўваць для пошуку ў адным з 
двух магчымых раёнаў, дзе судна можа знаходзіцца з імавер- 
насцямі 0.8 і 0,2 адпаведна. Як трэба размеркаваць самалёты 
па раёнах пошукаў, каб імавернасць знайсці судна была най- 
большай, калі кожны самалёт выяўляе судна ў раёне пошуку 
з імавернасцю 0,2, а пошукі ажыццяўляе кожны самалёт не- 
залежна ад другіх? Знайсці імавернасць выяўлення судна 
пры аптымальнай працэдуры пошукаў. 

4.38. Расследуюцца прычыны авіяцыйнай катастрофы, аб 
якіх можна зрабіць чатыры гіпотэзы Н], Н, Нз, Н.. Па статыс 
тыцы іх імавернасці роўны 0,2; 0,4; 0,3; 0,1 адпаведна. Выяўле- 
на, што ў ходзе катастрофы адбылося загаранне гаручага. 
Умоўныя імавернасці гэтай падзеі пры гіпотэзах Ні, Н», Н, 
Н., згодна той жа статыстыцы, састаўляюць 0,9; 0; 0,2; 0.3. 
Знайсці апастэрыёрныя імавернасці гіпотэз. 

4.39. Перад вопытам аб яго ўмовах можна зрабіць п не- 
сумесных гіпотэз Н, Н», ..., Н. якія складаюць поўную групу 
з апрыёрнымі імавернасцямі ру, Р, --» Рп. У выніку вопыту 
вядома, што мела месца нейкая гіпотэза з групы Н), Н), ..., Ну, 
К “ п, а астатнія гіпотэзы немагчымы: Н. Ў Н; Ў ... Ў Нк з 9, 
Н... б Ну. ... Ў Н, “ 9. Знайсці апастэрыёрныя імавернасці 
гіпотэз. 


5. СХЕМА НЕЗАЛЕЖНЫХ ВЫПРАБАВАННЯЎ БЕРНУЛІ 


Азначэнне. Выпрабаваннем (зксперыментам, вопытам) называецца пасля- 
доўнасць двух актаў: 1) стварэнне комплексу ўмоў; 2) назіранне падзеі, якая 
з'яўляецца ў выніку. Выпрабаванні называюцца незалежнымі, калі назіраемыя 
падзеі незалежныя. 

Азначэнне. Незалежнымі выпрабаваннямі Бернулі называюцца такія неза- 


з 


лежныя выпрабаванні, для кожнага з якіх імавернасці з'яўлення падзей ад- 
нолькавыя і не мяняюцца ад выпрабавання да выпрабавання. 

Няхай праводзяцца п выпрабаванняў Бернулі. У кожным выпрабаванні 
магчыма з'яўленне падзеі А з імавернасцю р і немагчыма з імавернасцю д :1-р, 
Вынік п выпрабаванняў зручна апісаць ланцужком даўжынёй п, які складзены 
злітарАіВ:о “ДАВ... АВА, дзе літара А азначае, што ў выпрабаванні з'явіла- 
ся падзея А, а В - што ў выпрабаванні з'явілася процілеглая падзея А. Трэба 
вызначыць Р. (т) -- імавернасць таго, што ў п выпрабаваннях падзея А з'яўля- 
ецца роўна т разоў. Кожны ланцужок цікавых для нас зыходаў змяшчае ў сабе 
т літар А і(п - т) літар В, таму ўсе такія зыходы маюць аднолькавую імавер- 
насць р" дап, Розныя ланцужкі адрозніваюцца толькі размяшчэннем літар 
А іВ, паколькі колькасць разоў, у якіх з'яўляецца падзея А, фіксаваная. Раз- 
мяшчэнне літар В і А адназначна вызначаецца выбарам т элементаў з п, што 
можна зрабіць С”, спосабамі. Таму 


Р, (п) “Ст ртда-т» Спарта руп", тад, Ь.2... п. 
Гэтая формула называецца формулай Бернулі. Відавочна, што 


п 
Е Р. (т)-1. 
тад 


Прыклад 5.1. На працягу змены, якая доўжыцца час ё, эксплуатуюцца 
ЭВМ. Кожная ЭВМ мае надзейнасць (імавернасць безадказнай работы) р і вы- 
ходзіць са строю незалежна ад другіх. Знайсці Р(А) - імавернасць таго, што 
інжынер-электронік, якога вызываюць па сканчэнні часу Ё для рамонту ня- 
спраўных ЭВМ, справіцца са сваёй справай за час 1, калі на рамонт кожнай ня- 
спраўнай ЭВМ яму патрэбен час Т 9. 

“Рашэнне. Падзея А раўназначна таму, што колькасць ЭВМ, якія выйшлі 
са строю, менш, чым 1 з [1/19], дзе [1/70] - найбольшы цэлы лік, які меншы 


1 
ці роўны 1/10. Таму Р(А)З Ж са -р)трп”", 
ра 


Калі колькасць выпрабаванняў вялікая, для вылічэння Р. (т) можна ка- 
рыстацца прыблізнымі формуламі, якія вынікаюць з лімітных тэарэм Пуасона 
і лакальнай і інтэгральнай Муаўра - Лапласа. У прыватнасці, мае месца ліміт- 
ная тэарэма Пуасона: калі пэ ге, р- 0 так, што пр” М, 0 «ЛА «ее,то 

АЗ: ўба 
Р.(т) -» Ё- ела, 
пэ т! 


Яна выконваецца таму, што, калі палажыць пр'Х..), то 





п! 
а ганна а а 
п(п-1)..(п- ті), Ая Муп-т 
рава 





Хе Хуп 1 2 т-і Л. у-т 
гае арала Я М Зан асы а благьў - 
т! п п п п п 
Прыблізная формула, якая з яе вынікае, мае выгляд (пры вялікіх п і малых р) 


м 


т 
гай (т): Бера еа, т'зО, 1, 2,..., п, 
іпрымяняецца пры рашэнні задач у асноўным, калі А. “пр 10, 


Прыклад 5.2. імавернасць пападання ў цэль пры кожным выстрале роўна 
0,001. Знайсці імавернасць пападання ў цэль двума ці больш кулямі, калі коль- 
касць выстралаў роўна 5000. 

Рашэнне. Л. “пр5000. 0001 5 “ 10. Шукаемая імавернасць Ріт22]- 


п 
“ЕР (п)-1-р. 0 -р. 0 -1- р) - Рад (д е 1-е75- 5е75» 


21-66 75 0,9596. Заўважым, што р “: 0, а вылічаная імавернасць Р(т 2 2]; 
зг 1. 

Пры п з “е мае месца таксама лакальная лімітная тэарэма Муаўра - Лап- 
ласа 


Ы “д [2 
кем. з Без 
ХЗлпр(І-р) 


дзе ху) з(т- пр)/ пр ма Р), зебаёх. “Б іе, З яе пры вялікіх п вы- 
нікае наступная прыблізная формула: 


а аа аа, 
р.п)» пара ре “п”. 


Гэтая формула дае добрыя прыбліжэнні, калі р з: 1/2; яе часта выкарыстоў- 
ваюць, калі п 2 100, пр(і-р)» 20. 

Інтэгральную лімітную тэарэму Муаўра - Лапласа можна запісаць у вы- 
глядзе 








т-пр Ша БЗ 
ара АЕ фр (е гак 
Мпр(і-р) пэ Да 
З яе вынікае прыблізная формула 
тпр 
Р[а« ББА «ых Ф()-Ф(а), 
пр(і-р) 


2 
дзе Ф(х)- на т д, інтэграл Лапласа; Ф(0) 2 0; Ф(-х) ---Ф(х). 
л 0 


Прыклад 5.3. У тэатры, які ўмяшчае 1000 гледачоў, два ўваходы. Для кож- 
нага ўвахода ёсць свой гардэроб. Колькі месцаў павінна быць у кожным з гар- 
дэробаў, каб у сярэднім у 99 выпадках са 100 усе гледачы маглі распрануцца ў 
гардэробе таго ўвахода, праз які яны ўвайшлі? Маецца на ўвазе, што гледачы 
прыходзяць парамі і кожная пара незалежна ад другіх выбірае з імавернасцю 
0,5 любы з уваходаў. 

Рашэнне. Няхай колькасць месцаў у кожным гардэробе М. Выбар гледа- 
чамі таго ці іншага гардэроба можна разглядаць як выпрабаванні Бернулі, у 
кожным з якіх вызначаная пара з імавернасцю 0,5 выбірае гардэроб, напрыклад 
Ю 1. Па ўмове задачы л з 500, р - 0,5. Няхай падзея А заключаецца ў тым, што 
гледачы распрануцца ў гардэробе таго ўвахода, куды яны зайшлі, т - коль- 
касць пар гледачоў, якія выбралі гардэроб К? 1. Падзея А будзе адбывацца, калі 
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500 -- М/2 т“ М/2. Па ўмове нца Р(А) - 0,99. Таму 0,9 - Р(А) “Р (500 -- 
500 -- (М/2) - пр т-пр (М/2) - пр 
АА аа Ў наананя 
Мара-р)  Ўпр(-р)  Упр(іг-г) 
(К/2) -- 250 “ 250 - (М/2) ба (К/2) -- 250 
а ФЗН І- ФА В апарат 
(аа а ) бала 


Пры дапамозе табліцы значэнняў функцыі Ф (х) (гл. дадатак) знаходзім Л з: 556, 





«ар «п ММ 


іч 29 (256). 


, З інтэгральнай лімітнай тэарэмы Муаўра - Лапласа таксама атрымліваем 





(т-ваў (эст сё). зава хала ТСН 
п п Ур(1-р) “Баса 
еп ) 1 

«35 ] ----” 
МРа-тр) пе л 


т - 
г. зн. Р ўза - г! ь З з 1, Уе 2 0. Апошнія суадносіны носяць назву закона 


ўь- а гі, 


вялікіх лікаў у формуле Бернулі. З яго вынікае, што пры вялікай колькасці 
выпрабаванняў частата з'яўлення падзеі амаль не адрозніваецца ад імавернасці 
гэтай падзеі. 


5.1. Прыблізная формула, якая вынікае з інтэгральнай лі- 
мітнай раіна, Муаўра - Лапласа, справядліва, калі Ф(х) З 


“ы ў е-12 ду, Пабудаваць графік гэтай функцыі і дака- 
л- 


заць, што Ф (- х)- Ф (х)з 1. 


5.2. Два баскетбалісты робяць па тры кідкі мяча у карзіну. 
імавернасці пападання мяча для кожнага з іх пры кожным 
кідку роўныя 0,6 і 0,7 адпаведна. Вылічыць імавернасць таго, 
што ў першага баскетбаліста будзе рана пападанняў, чым у 
другога. 

5.3. Пры правядзенні заліку з дапамогай ЭВМ студэнту 
прапаноўваецца пяць пытанняў. імавернасць таго, што студэнт 
правільна адкажа на адно з іх, роўна 0,5. Для атрымання заліку 
студэнту трэба правільна адказаць не менш чым на тры пытан- 
ні. Знайсці імавернасць атрымання заліку. 

5.4. Якая імавернасць таго, што ў групе з 30 студэнтаў ні- 
хто не нарадзіўся ў верасні? 

5.5. На лекцыі па тэорыі імавернасцей прысутнічаюць 
50 чалавек. Знайсці імавернасць таго, што К чалавек з іх нара- 
дзіліся 14 чэрвеня, а аі- 11 верасня. Лічыць, што імавернасць 
нараджэння ў фіксаваны дзень аднолькавая для ўсіх дзён 
года. Рашыць задачу пры К з: 1, 1 2. Знайсці імавернасць таго, 


26 


што колькасць нарадзіўшыхся 14 чэрвеня і ІІ верасня будзе 
не больш двух. 

5.6. Рыбак закінуў спінінг 100 разоў. Якая імавернасць та- 
го, што ён злавіў хаця б адну рыбу, калі адна рыба выпадае 
ў сярэднім на 200 закідванняў? 

5.7. імавернасць паражэння мішэні пры адным выстрале 
роўна 0.8. Знайсці імавернасць таго, што пры 100 выстралах 
пападанне ў мішэнь адбудзецца 75 разоў. 

5.8. Візуальнае назіранне штучнага спадарожніка Зямлі ў 
дадзеным пункце магчыма з імавернасцю 0,1 кожны раз, калі 
ён пралятае над гэтым пунктам. Колькі разоў павінен пра- 
ляцець спадарожнік над пунктам назірання, каб з імавернасцю 
не меншай 0,9975 удалося зрабіць над ім не менш пяці назіран- 
няў? 

5.9. Спробы назіраць спадарожнік (гл. задачу 5.8) право- 
дзяцца 100 разоў. Знайсці практычна верагодны дыяпазон 
колькасці паспяховых назіранняў. 

5.10. У пасёлку 2500 жыхароў. Кожны з іх прыблізна шэсць 
разоў у месяц ездзіць на цягніку ў горад, выбіраючы дні па- 
ездак выпадкова і незалежна ад астатніх. Якую найменшую 
ўмяшчальнасць павінен мець цягнік, каб ён перапаўняўся ў 
сярэднім не часцей, чым адзін раз у 100 дзён (цягнік ходзіць 
адзін раз у суткі)? 

5.11. У адным з матчаў на першынство свету па шахматах 
нічыя не ўлічвалася і гульня ішла да таго моманту, пакуль 
адзін з удзельнікаў матча не набіраў б ачкоў (выйгрыш - І ач- 
ко, пройгрыш і нічыя - 0 ачкоў). Лічачы ўдзельнікаў матча 
аднолькавымі па сіле, а вынікі асобных гульняў незалежнымі, 
знайсці імавернасць таго, што пры такіх правілах у момант за- 
канчэння матча прайграўшы набярэ З ачкі. 

5.12. імавернасць з'яўлення падзеі пры адным вопыце 
роўна р. З якой імавернасцю можна сцвярджаць, што частата 
з'яўлення гэтай падзеі пры п вопытах будзе ляжаць у межах 
ада да В? Рашыць задачу пры п з 100, р» 0,3, а 0,2, В 0.4. 

5.13. імавернасць з'яўлення падзеі ў кожным з п незалеж- 
ных вопытаў роўна р. Знайсці дадатны лік е такі, што з імавер- 
насцю Р абсалютная велічыня адхілення частаты з'яўлення 
падзеі ад яе імавернасці будзе не больш е. Рашыць задачу пры 
п з 400, Р 098, рэ 0,8. 

5.14. Пры ўездзе ў новую кватэру ў асвятляльную сетку 
было ўключана 2к новых электралямпачак. Кожная з іх за год 
перагарае з імавернасцю р. Знайсці імавернасць таго, што на 
працягу года не менш палавіны першапачаткова ўключаных 
лямпачак прыйдзецца замяніць новымі. 

5.15. Дзве электрычныя лямпачкі ўключаны паслядоўна. 


п 


Вызначыць імавернасць таго, што пры павышэнні напружання 
ў сетцы вышэй намінальнага адбудзецца разрыў электрычнага 
ланцуга, калі імавернасць таго, што лямпачка перагарыць, 
роўна 0.4. 

5.16. Колькі трэба правесці незалежных вопытаў, каб з 
імавернасцю Р падзея А, імавернасць з'яўлення якой у адным 
вопыце роўна р, назіралася не менш, чым т разоў? Рашыць 
задачу пры Р з 0.8, р'з 0,05, т - 5. 

517. Колькі трэба правесці незалежных вопытаў, каб з 
імавернасцю Р сцвярджаць, што частата цікавай для нас падзеі 
будзе адрознівацца ад імавернасці з'яўлення гэтай падзеі, 
роўнай р, не больш чым на е? Рашыць задачу пры Р - 0.0, 
рз04, 80). 

5.18. Для касмічнага карабля імавернасць сутыкнення на 
працягу гадзіны палёту з метэарытам, маса якога не менш п, 
роўна 0,001. Знайсці практычна верагодныя межы колькасці 
сутыкненняў з такім метэарытам на працягу трох месяцаў па- 
лёту - з І чэрвеня па 31 жніўня, калі імавернасць практычнай 
верагоднасці прымаецца ў дадзеным выпадку роўнай 0,999. 

5.19. Апаратура складаецца з п элементаў. Імавернасць вы- 
хаду са строю аднаго элемента за разглядаемы час роўна 
р і не залежыць ад стану другіх элементаў. Знайсці імавер- 
насць выхаду са строю: а) роўна т элементаў; б) не менш, чым 
т элементаў; в) не больш, чым т элементаў. Рашыць задачу, 
калі: 1)п 5, ра 0.2, т 2;2) п» 500, рэ 0,002, тэ 2. 

5.20. На працягу гадзіны камутатар атрымлівае ў сярэднім 
60 вызаваў. Якая імавернасць таго, што за 30 с, якія тэлефа- 
ністка адсутнічала, не будзе ні аднаго вызаву? 

5.21. Лінія сувязі, якая мае 130 каналаў, звязвае пункт А 
з пунктам В, дзе ёсць 1000 абанентаў, кожны з якіх карыстаец- 
ца тэлефонам у сярэднім 1 мін у гадзіну. Знайсці імавернасць 
безадказнага абслугоўвання абанентаў. 

5.22. Тэлефонная станцыя А, якая абслугоўвае 20 000 
абанентаў, павінна злучаць іх з другой станцыяй В. Якая най- 
меншая колькасць ліній павінна звязваць А з В, каб у 997; вы-. 
заваў знайшлася свабодная лінія? Маецца на ўвазе, што на 
працягу найбольш напружанай гадзіны кожны абанент раз” 
маўляе ў сярэднім 2 мін. 

5.23. імавернасць зарэгістраваць часцінку лічыльнікам 
роўна 0.0001. Якая найменшая колькасць часцінак павінна вы- 
ляцець з крыніцы для таго, каб з імавернасцю, не меншай 0,9, 
лічыльнік зарэгістраваў больш за З часцінкі? 

5.24. Кожную секунду з імавернасцю р па дарозе пра- 
язджае аўтамашына. Пешаходу, для таго каб перайсці дарогу, 
патрэбна З с. Якая імавернасць таго, што пешаход, які пады- 
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кы да дарогі, будзе чакаць магчымасці пераходу: а) З с; б) 4 с; 
в) 5 с? 

5.25. Знайсці найімавернасную колькасць адмоўных і да- 
датных памылак і адпаведную імавернасць пры чатырох заме- 
рах, калі пры кожным замеры імавернасць атрымаць дадатную 
памылку роўна 0,7, а адмоўную - 0.3. 

5.26. У час кожнага з вопытаў на адну гадзіну ўключаецца 
батарэя магутнасцю 120 ці 200 Вт; імавернасці спрыяльнага 
зыходу вопыту роўны 0.06 і 0,08 адпаведна. Вынік праведзенай 
серыі вопытаў лічыцца дасягнутым у выпадку хаця б аднаго 
спрыяльнага зыходу вопыту з батарэяў у 200 Вт ці хаця б 
дзвюх з батарэй у 120 Вт. Агульная энергія, затрачаная на пра- 
вядзенне ўсіх вопытаў, не можа быць больш за 1200 Вт. Якія 
батарэі выгадней выкарыстоўваць? 

5.27. Па каналу сувязі перадаюцца п паведамленняў, кож- 
нае з іх незалежна ад другіх з імавернасцю р скажаецца пера- 
шкодамі. Знайсці імавернасці наступных падзей: А з ўз л па- 
ведамленняў т скажаюцца перашкодамі]; В з ўскажаецца не 
больш палавіны ўсіх перадаваемых паведамленняў]. 


5.28. Для павелічэння надзейнасці перадачы важнага па- 
ведамлення, якое складаецца з п сімвалаў, кожны з пера- 
даваемых сімвалаў дубліруецца т разоў. У якасці ўспрымаль- 
нага сімвала ў пункце прыёму ўзнаўляецца той, які паўтораны 
не менш К разоў з т. Калі сімвал у пункце прыёму паўтараец- 
ца менш чым К разоў, то такі сімвал не ўзнаўляецца і лічыцца 
скажоным. імавернасць правільнай перадачы кожнага сімвала 
аднолькавая і не залежыць ад таго, як перадаюцца другія сім- 
валы. Знайсці імавернасці наступных падзей: А з (перададзе- 
ны асобны сімвал у паведамленні будзе правільна ўспрыняты 
ў пункце прыёму]; В - Гусё паведамленне будзе правільна 
успрынята ў пункце прыёму]; С - (у паведамленні скажаюцца 
не больш І сімвалаў]. 


6. ВЫПАДКОВЫяЯ велічыні і іХ КЛАСІФІКАЦЫЯ 


Няхай Ф - а-алгебра мностваў з прасторы 9. Пара (9, Я) называецца вы- 
мернай прасторай. Адлюстраванне 5 адной вымернай прасторы на другую на- 
зываецца вымернай функцыяй, г. зн. калі з е Фі 5 (0) е К, то 5():(9, 
7) - (8, В). Тут В - б-алгебра мностваў з прасторы К. Інакш кажучы, Е(о)- 
вымерная функцыя, калі для любога барэлеўскага мноства В (0:5 (о) е В)е 
е Р. Няхай цяпер (0, Р, Р) - імавернасная прастора, К - лікавая вось, В - 
б-алгебра, якая пароджана інтэрваламі на лікавай восі (гэту б-алгебру назы- 
ваюць сістэмай барэлеўскіх мностваў ці барэлеўскім полем мностваў). 

Азначэнне. Вымерная функцыя 6 (0), г. зн. такая, што У Ве В (0:5(0) е 
е В) е ў называецца выпадковай велічынёй (ВВ). 


Прыклад 6.1. Няхай 9 - мноства студэнтаў на факультэце. Кожны асобны 


5. Зак. 5636. р. 


студэнт - элемент 0) е 9, Вызначым на элементах б) функцыю 5 (0), якая пры- 
мае значэнні, роўныя году нараджэння студэнта, што з'яўляецца злементам (). 
Такім чынам, вызначаная функцыя ёсць выпадковая велічыня (маецца на ўва- 
зе, што акрамя Ф зададзена імавернасная функцыя Р (0). 


Прыклад 6.2. Па прамежках часу безадказнай работы прыборы дзеляцца 
на некалькі тыпаў, напрыклад першы, другі, трэці. Мноства значэнняў, якія 
могуць прымаць прамежкі часу безадказнай работы прыбора, Ф з (0), 5 (0) - 
нумар тыпу, які прысвойваецца прыбору з прамежкам безадказнай работы б. 


Азначэнне. Няхай В, з (-'е, х]. Функцыя Р. (х) - Р(о:5(0) е В] - 
ЗР(б:Ё(0)«х] “Р(ё “ х] называецца функцыяй размеркавання (Ф?) выпад- 
ковай велічыні 6 (и). 

Тэарэма (уласцівасці РР): 1) Е» (х) - манатонна неўбываючая функцыя; 
2 ў Ёга, Р; (х) ЗО, а п, З (9) 1; 3) Ее (х) - неперарыўная справа функ- 


цыя. 

Тэарэма. Калі функцыя Е (х) валодае ўласцівасцямі 1) - 3), то існуе імавер- 
насная прастора (9, ў, Р) івыпадковая велічыня 5 (с) на ёй такая, што Е ё (х)з 
“Е(х). 

Разгледзім дыскрэтную імавернасную прастору. У гэтым выпадку прастора 
элементарных падзей складаецца з дыскрэтнага мноства (лічыльнага ці канеч- 
нага) элементарных падзей 9 з (0), 9», ... Фу, ...]. Няхай ху з Б(оу,), Б(0) е 
е(х,хуь ху, І, Ак гЁ) з ху]. Выпадковыя велічыні, якія могуць 
прымаць толькі канечнае ці лічыльнае мноства значэнняў, называюцца дыскрэт- 


нымі. Для іх апісання зручна карыстацца наборам імавернасцей (ру, Рэ, 
г. Ру» «.)» дзе ру “Р(А д) Р(о :Ё6(0) з хі], які называецца размеркаваннем 


оо 
імавернасцей дыскрэтнай выпадковай велічыні 5 (0). Паколькі ў Ас“ О, 
кзі1 
оо оо оо 
ра вады а) к Р(а0)-Р(8) - Е рк “І (умова нарыі" 
й ш к 


роўкі). Сукупнасць 
Жу. Жар а 
Рі, Рэ, Ру, 
называецца дыскрэтным законам (радам) размеркавання імавернасцей. 


Установім сувязь паміж размеркаваннем імавернасцей і функцыяй раз- 
меркавання: 


Р. (к) “Р(о Еш) х]ЗР (насе (о :5(0) з] 


2. Мо:в(а)-ха] 


я В ВЫ 
[кіхух] Гкіхух] ы 


дзе РуСЕЕ (ху) гБь (ху...]), калі лічыць, што Ее (хо) “0. 


Уласцівасці ВВ поўнасцю вызначаюцца ўласцівасцямі іх функцый размер- 
кавання, таму іх прынята класіфікаваць па характару функцый размеркавання. 
1. Дыскрэтныя ВВ (ФР). У гэтым выпадку мноства значэнняў Б(6) (ху, 
Ху,“ Ху. “..] - лічыльнае ці канечнае; Еь (ху ру; ФР мае наступныя 


(кіху бх] 
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спецыфічныя ўласцівасці: 1) З (х) мае канечнае ці лічыльнае мноства пунктаў 





аЕ: (х) 
разрыву першага роду; 2) калі х -- пункт непарыўнасці Р (х), то З - і 
Хх 
аЕ З (г) 
ах 


Прыклады дыскрэтных размеркаванняў ВВ: 
1) ВВ Е (6) мае размеркаванне Бернулі, калі ё (о) е (0, 1], 
рузР(о:5 (0) к) рЕ(1- р), ка0, 1,0 ркі, 


0,х “0, 
Е (зў1-р,0 «хі, 
1, ха 1; 


2) ВВ ё (с) мае бінаміяльнае размеркаванне, калі 5 (0) е 19212:2:2::13; 


рузР(о:5 (а) к) -СЕрЕ(1- р)", к 0, 1,2, п, 0 рі, 


1 
5 СЕрК(1-р)у8ЗК, «хіі, 
к-1 


Ее (к) 9 1, хэ п, 
0, х «0; 


3) ВВ Ё (0) мае геаметрычнае размеркаванне, калі гаў е 0... 
ажы; 


рузРо:5(0) кіра -рУЕ,к0, 12.02 «І, 


0, х“0 
Е. Р , з 
Сар, 1сх 141; 


4) ВВ (о) мае размеркаванне Пуасона з параметрам А 7 0, калі Е(ш) е 


41 55; ў нн а А 


Х -х 
рузР(а:5(0) ЗК) де ,Ке01, 2, .., 


0, х“О, 


1 
ж. а ба 
Б. (а) е Я яй СА ЎА ВЕ 


Дадзім інтэрпрэтацыю некаторых з гэтых выпадковых велічынь. Дапусцім, 
што студэнт ідзе здаваць залік. На некаторыя пытанні ён ведае адказы, а на ас- 
татнія -- не. Таму падзея, якая заключаецца ў тым, што ён атрымае залік, вы- 
падковая. Вызначым выпадковую велічыню наступным чынам: калі залік атры- 
маны, то Ё з 1, калі не атрыманы, то 5 з 0. Такім чынам вызначаная выпадковая 
велічыня з'яўляецца бернуліеўскай, параметр р у гэтым выпадку адпавядае 
адноснай колькасці пытанняў, на якія студэнт ведае адказ. 

Няхай студэнту патрэбна здаць п залікаў і ён робіць па адной спробе атры- 
маць кожны з гэтых залікаў. Вызначым выпадковую велічыню 5 як колькасць 
залікаў, якія атрымае студзнт. Такая выпадковая велічыня - бінаміяльная. 
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Колькасць студэнтаў, якіх паспеў выслухаць выкладчык на заліку за фіксаваны 
прамежак часу, а таксама колькасць заданняў, якія выконвае ЭВМ за фіксава- 
ны прамежак часу, з'яўляюцца выпадковымі велічынямі, размеркаванымі па 
закону Пуасона з адпаведна ьызначанымі параметрамі Л. 


2. Неперарыўныя ВВ (ВВ з абсалютна неперарыўнымі ФР). У гэтым выпадку 
х 
Р; (х) - неперарыўная функцыя і ЫЗ (х) з ўў Ра (Ў)аі. Ясна, што Ра (х) 


з аЕ, (х)/ах у пунктах існавання вытворнай. Функцыя Ра (х) называецца 
шчыльнасцю размеркавання імавернасцей ВВ 5 (0). Яна валодае наступнымі 


ўласцівасцямі: 1) РЫ (0)20;2) ў РБ (х)ах з 1 (умова нарміроўкі); 3) Ріх) « 
хэ -оо 

«Без ў ре (баі. 
хі 


Прыклады неперарыўных размеркаванняў ВВ: а 4 
1) ВВ Ё (су) мае раўнамернае размеркаванне на адрэзку [а, б], калі 


заа Ха] 0, ха, 
х-а . 
рь д , Б. 09 флаг, ечавь, 
0, хФ[а,б] ўхэб: 


2) ВВ е (о) мае паказальнае (экспаненцыяльнае) размеркаванне з парамет- 
рам Х 2 0, калі 


0, х«О, 0, х«О, 
ра (х) Е; (0) 


ХелАх, хай і-етАх ха; 


3) ВВ Ё (0) мае нармальнае размеркаванне з параметрамі а, 07, Е(о) 
АХ (а, 6), калі 





ез (а-а) 20, в.) іе-е-д а” ак 


1 
А не зя 


4) ВВ Ё (су) мае размеркаванне Кашы з параметрам а 2 0, калі 


1 хі 
4 В. (х) з “д агсіе АЗасЬ 


ре (а) з 2 


а 
п (а24 х2) 

У прыватнасці, прамежкі часу паміж аўтамабілямі, што праязджаюць адзін 
за адным, з'яўляюцца зкспаненцыяльна размеркаванымі выпадковымі велічы- 
нямі з адпаведнымі параметрамі Л. Калі Ё (0) - ВВ, якая мае экспаненцыяль- 
нае размеркаванне, то 

Рёаэхьёст) Р(Бэх) 1-1-е АЮ 
РЕБхел/Е» а А аў равы: ар с аа т. 
б Р(БЕ2 1) Р(Е21) 1-1-е”АТ 


Бе ЙАха 1-Б. (0) “1-рб«х)» 
БРЕ-т«х/Е21) з Р(Е“х). 
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Такім чынам, ВВ (Ё - т) мае такое ж самае зэкспаненцыяльнае размерка- 
ванне, як і ВВ Ё. 

3. ВВ з сінгулярнымі ФР. Акрамя дыскрэтных і неперарыўных ВВ існуюць 
іншыя ВВ. У прыватнасці, акрамя велічынь, якія на адных інтэрвалах непера- 
рыўныя, а на другіх дыскрэтныя, ёсць велічыні, якія ні на адным інтэрвале не 
з'яўляюцца ні дыскрэтнымі, ні непарыўнымі. Да такіх ВВ адносяцца, напрык- 
ладыя, ФР якіх неперарыўныя, але пры гэтым узрастаюць толькі на мностве, 
якое мае нулявую меру Лебега. У якасці прыкладу можна прывесці велічыню, 
функцыя размеркавання якой - вядомая крывая Кантара. Такая ФР аказваецца 
вызначанай на лічыльным мностве інтэрвалаў, што з'яўляюцца інтэрваламі су- 
межнасці некаторага, нідзе не шчыльнага дасканалага мноства меры, роўнай 
нулю. На гэтым мностве функцыя Р. (х) давызначаецца па неперарыўнасці. 
Велічыня Ё з такім чынам вызйачанай ФР не дыскрэтная, паколькі яе ФР не- 
перарыўная, але ў той жа час і не абсалютна неперарыўная, таму што яе ФР не 
з'яўляецца інтэгралам ад сваёй вытворнай. 

Тэарэма Усякая ФР Е З (х) адзіным чынам можа быць прадстаўлена 
ў выглядзе 

В. (х) з аЕ;(х) а, Р. (х) таз Ез(х), 
дзе Е, (х), і 51, 3;4;2 0, і 51, Збаў таў 03 1, ёсць дыскрэтная, абсалютна не- 
перарыўная і сінгулярная ФР адпаведна. 

Пакажам, што калі Р(о] : 5(0) з х] з 0, то х - пункт неперарыўнасці 
функцыі Р : (х). Сапраўды, для У е 2 0 зё 


Р(о:Х-ечЕ(о) «Хе» В, (ке) - Р, (к-2)2 0. 


Адсюль 
Р(б:Ё (0)-Х] - іт Ріх-е«Б(0) хе] п [Ее (ха е)- Р; (х- 6120. 
ез0 е?0 


Справядліва і адваротнае сцверджанне: калі х - пункт неперарыўнасці 
функцыі Р. (х), тор іо :5(0)-2] 30. 

Няхай Е (ю) - ВВ з абсалютна неперарыўнай ФР Р З (х) і шчыльнасцю раз- 
меркавання р. (х), у з“ /(х) - неперарыўная ўзрастаючая функцыя. Тады для 
ВВ п (0) /(8 б.) 

БдУ) а 6776) р, 709). 

Калі /(х) - дыферэнцыруемая функцыя, то 


аглісу) 
ру др. (710) Звабы : 


калі ўбываючая функцыя, то аў”! (у) 
Ба 09:16; (7710), рп дз -вь (7108) 


Прыклад 6.3. ВВ Ё мае экспаненцыяльнае размеркаванне з параметрам Хх. 


Знайсці шчыльнасць размеркавання ВВ ё- 
Рашэнне. 

Х ав, 6) эп 

Буда узра уЗ З1-е АУ, ра (97 аў з 2Злуе “У. 





Модай дыскрэтнай ВВ называецца яе найбольш верагоднае значэнне, модай 
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неперарыўнай ВВ 5 -- значэнне аргумента х, пры якім яе шчыльнасць размерка- 
вання рр (х) максімальная. Медыянай ВВ Б называецца значэнне аргумента х, 
пры якім Р, Ь (9) 0.5. . 

Няхай на некаторай імавернаснай прасторы (9, ў, Р) вызначаны п вымер- 
ных функцый 5 (0), 52(0), ... 5 (6). Сукупнасць гэтых функцый (0) вы- 
значае адлюстраванне (9, Р) з (ЕП", 8"), дзе К" - п-мерная сапраўдная прасто- 
ра; В" -- сістэма барэлеўскіх мностваў на ЕТ". Гэтая сукупнасць Ё (0) з ТЕ(е), 
Бо), ..., Ён (9)] называецца мнагамернай ВВ (ці выпадковым вектарам). 

Функцыя п аргументаў Р (х) сы з (к, ха, ... ха) Ро: (0) 
«хі, 5)(0) б ху,» (0) х. ] называецца п-мернай функцыяй размерка- 
вання п-мернай ВВ. Яна мае наступныя ўласцівасці: 

1) Е; (х) з'яўляецца неўбываючай па ўсіх аргументах; 

і не зб; 
кас Я (гу, ха) 6; 
3) і о Р (бу Бо Жруе4з 
аз, каў Бара п 
ЭЕ. 51-55 (хі, ..., х.) неперарыўная справа па ўсіх аргументах; 
АА 
5) умова ўзгодненасці: 


рае ІБК га (с Хь Ер рар чэл)” 
Хк кэккі“эп 


«Буў нэр чэ ха). 


ФР меншай памернасці, якая атрымліваецца з ФР большай памернасці, калі 
прымяніць для яе ўмову ўзгодненасці, называецца маргінальнай або частковай. 

Адзначым, што для таго, каб некаторая функцыя Е(ху, хь-» жо) была 
ФР п-мернай ВВ, недастаткова, каб для яе былі выкананы ўмовы 1) - 5). Не- 
абходна таксама выкананне яшчэ адной ўмовы. Няхай ар.“ (. Юю Ас Гх та Я « 


Я х“ Бу], Кз 1, п. Няцяжка бачыць, што Р(о :5; (0) Ў Ху, -.» бк-1 (0) 
Я ху, ас Ў Бук (0) «Бу, бун (9) З крыць.» Ёл (9) Я ха] з Ее. з 
ыа Ж Ву араў» геа а). З Рь..-к. (сь. Жусць бр» Хра» з» хаў 
з ДуРь...Ь, (Хі -» ха). І далей Р(о :5, (0) е А, КЗ ў п)» Д.А... 
са АЕ: й с (ху, ... Х.]). Адсюль ясна, што для мнагамернай ФР павінна вы- 
конвацца наступная ўмова: Д. Д; ..., АР... (хінахл)? 0. 


Дадзенае патрабаванне не вынікае з уласцівасцей 1)- 5). Пакажам гэта на 
прыкладзе. Няхай п з 2, 


0, хіс0,х, Ў 0,хітхЎІ, 
Б; 
1 у астатніх выпадках. 


Для гэтай функцыі выконваюцца ўласцівасці 1)-5). Няхай А. з (х: А с 
Хх « 1]. Тады Ро: Ё, (0) е Аз, Кз 1, 2] з СЯ (гіх) 
з Д. [ре ь, а, 1) - Баць, (ху, М3)] з Я а 1- Бь, з, 1 - 
ЗБЕ) “Бе, 3, 43 -1-1- 150 -1. Такім чынам, калі 
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Быць, (ху, хг) - ФР, то найдзеная імавернасць - адмоўная. Гэта немагчыма, 
значыць выкананне ўмоў 1)-5) з'яўляецца недастатковым, каб Р; Ь.6 (хі, ха) 
была ФР. йа 

Аналагічна раней разгледжанаму Р. (х) адносіцца да дыскрэтнага тыпу, 
калі кожная ВВ Ё к (о), К з 1, п, прымае значэнні з лічыльнага ці канечнага 
мноства. Дыскрэтную ВВ 6 (0) “ (Б. (0), 5 (6), ..., 5, (ю)) зручна апісваць раз- 
меркаваннем імавернасцей 


Р. (г)Р(о:5 (0) х], Ё.(0) “х), ..., Б (д) ха], 2? (х)з1. 


Функцыя З (х) называецца функцыяй размеркавання абсалютна непера- 


рыўнага тыпу, калі яе можна прадставіць у выглядзе 
Хі х 


Б. (дра... (гэ ха) з Та Ўв, (абдае: 
Тут 


д'Б....ь., банк) 





дх. «дж. з Ру» Хад; 


рае фсо 


рад» нка? Ў ахі... З раё к) ба І 


Функцыя Ра (х)» РЬ: З (ху, -.» Х..), якая валодае пералічанымі ўласці- 

БА 
васцямі, называецца шчыльнасцю размеркавання імавернасцей мнагамернай 
велічыні 6 (а) “ (5; (6), Бэ (6), ..., 5. (9) (сумеснай шчыльнасцю імавернасці 


велічынь 5. (0), 5(49), ..., 5, (99). З умовы ўзгодненасці для Е; (х) вынікае 
наступная ўласцівасць сумеснай шчыльнасці імавернасцей: 
фо 


Ў РЫБ, ібн: ба к Кр к ха) 


"ры, выс Рак а); 
Шчыльнасць размеркавання, якая стаіць у правай частцы, называецца маргіналь- 


най (ці частковай) па дачыненню да зыходнай. Справядліва таксама наступная 
важная формула: 


Р((Б), --- 8, е б] аў і ўра... ы аз Х) ах дуе ах,, 
напрыклад, 
ЫЫ ўдары над 1 


Прыклады мнагамерных размеркаванняў: 
1) палінаміяльнае размеркаванне дыскрэтнай ВВ 5 (0) “ (Б(о), 5 (9), .. 


:.з 5. (а), дзеЕ, (о) е 10, 1, 2... ю, Ф ык) АК, Р. (дЗ Ры ь- 


35 


Хх 
р. п А 
п ба “б 
«Мі Я са, ы. Зы бы, М бык. бер. СІ Кл, 


2) мнагамернае нармальнае размеркаванне ВВ Ё (о) з (Б. (0), Б.(о),... 
-.. Б. (9)) неперарыўнага тыпу, для якой Ра (г) Ра... ю, (хы. ха) 


га дада СЁ а) (ку-а) 
2 (2п) ехр 2 цу-і 17008ў ўв 


дзеб ЁТ е! пХп 7 Неадмоўна вызначаная матрыца. 
Няхай (0, Т, Р) - імавернасная прастора, А, Ве Т. Калі Р(В) » 0, то ўмоў- 
ная імавернасць падзеі А 
авы Р(А ПВ) 


Р(А/В) - Р(В) 


існуе і, як бачылі раней, задавальняе ўсім уласцівасцям імавернаснай. функ- 
цыі Р. Калі зафіксаваць падзею В, то гэту ўмоўную імавернасную функцыю 
падзей А е Я можна разгледжваць як элемент для пабудовы новай імавернас- 
най прасторы (9, Р, Ра). 

Раней была вызначана ФР Р. (х) ВВ (0) (6, (9), з 5. (о) на (9, т, 
Р). Аналагічна можна вызначыць ФР ВВ ё (6) на (9, ў, Рр). Гэта функцыя на- 
зываецца ўмоўнай функцыяй размеркавання ВВ Ё (с)) пры ўмове В і абазнача- 
ецца Р Е (х/В8). Яе вызначаюць наступным чынам: няхай А з 40: Еі(о0) ж 
“хі, (0) З ху, ..., 5, (0) Ў х.], тады Р. (х/В) Ба ё, (гу, . ха/8)е 
ЗР(А/В). КаліЕ. З (х/В) - абсалютна неперарыўная функцыя, то яна мае шчыль- 
насць імавернасцей 

д". (х/В) 


дх]... дха” 


ра (х«/В) 


якая называецца ўмоўнай шчыльнасцю імавернасцей ВВ Е (9). 

Часта ў якасці ўмовы В выкарыстоўваецца падзея, якая звязана з тым, што 
нейкая ВВ ё (с)) прыняла вызначанае значэнне. Няхай на (9, Р, Р) вызначана 
мнагамерная ВВ п (а) “ (пі(0), ..., п. (0) і. В. “іе зу « п(ш) уже”. 
ЗІотусч пу(ю)жуўче, Кз 1, т]. Калі існуе НЯ Б. (х/Ве) “Ўк (х/у), то 

е 
ён называецца ўмоўнай функцыяй размеркавання ВВ ё (с) пры п(о) з у. Калі 
Р (ху) - абсалютна неперарыўная ФР, то 


х 
Ее (х/у)з ў ре (Му)аь, 
Б ша 
ю х яс 
дзе ў «Е- п-мерны інтэграл ў-асеў вы: Р, (х/у) - умоўная шчыль- 


насць імавернасцей, яна вызначаецца роўнасцю ра (ху) “рат (ж У)/ру (У). 
З умовы ўзгодненасці вынікае 


руд Ў узбег (ару баў, 
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- Реп (с у) Р (Юру (У /х) 
ре (у) ЫЯ а дац 
у ў Ра (Юру (У/х)ах 


оо 
Формула р: (х) з ў, ра (х/у) рт (У) Фу называецца формулай поўнай імавер- 


насці для шчыльнасцей размеркавання, а 


ре (Юру (У /х) 
РЕ (х/у) » - 
із З (ру (У/х) ах 


формулай Баеса для шчыльнасцей размеркавання. 


Прыклад 6.4. Няхай ё і 7 - ВВ, якія размеркаваны па нармальнаму закону: 


ві 1 ха “амі б 
рыд бо) а Р (77 (у-ь -Ё каеч ба уха 


Тады 
ў; 1 8128 2 І 
рь (д І рыд(ьУ)аУ У а арарчсря Хх 
- о 


ёю 


2 
1 (в125821) аб 
Хх ехр - 7 (ам с 48 (х-а)(, 


9 ў 1 ] 812821 І са 
раб) Ў грабе ёк У эт 182 ыа 
1 (в12:82)" М 
сер а а у-5“(. 
2 421] 


оо оо ы 

З умоў нарміроўкі ў РЕ (ах ў Ру (у) ду з 1 для элементаў матрыцы С 
-о -о 

вынікае наступнае патрабаванне: 821) 7 821, 811822 812821" Ісі 2 (, г. зн. мат- 


рыца С павінна быць сіметрычнай і дадатна вызначанай. Умоўныя шчыльнасці 
імавернасцей 


раг е. У) (я 1 4. 
а В нне ехр а (не-е, сс (у-б) 











ру (У) 2л 
Раг (г т Мі 
ру (У/х) іна? а .9]- 2 (Маб ЕЗ а (х-а)ў “ 


Няхай 5), (0), К з І, п.- БВ, якія вызначаны на імавернаснай прасторы 
(а, арка (о :5 (0) е Ву.], дзе Вк - барэлеўскае мноства. 
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Азначэнне. ЗВ 5, (о), К з Г, п, называюцца незалежнымі ў сукупнасці, калі 
як бы ні выбіраліся барэлеўскія мноствы Ву, К з Г, п, падзеі Ац, К» паярх 
з'яўляюцца незалежнымі ў сукупнасці, г. зн. 

т 
“ і із б фо б б ў 
“па, К а Ут“п,141;9]) іп 

Азначэнне. ВВ Ё, (0), К з Г, п, называюцца незалежнамі парамі, калі 
У 1«і« К“ п ідля любых барэлеўскіх мностваў В; і В. падзеі А, і А у. з'яўля» 
юцца незалежнымі, г. зн. 


Р(А П А) Р(А РА). 


Ясна, што ВВ, незалежныя ў сукупнасці, з'яўляюцца і незалежнымі парамі. 

Азначэнне. Сапраўдная функцыя  (х), х е Я, называецца барэлеўскай, 
калі правобраз / “1 (В) з (х: /(х) е В] любога барэлеўскага мноства В лікавай 
прамой з'яўляецца барэлеўскім мноствам. 

Тэарэма. Няхай ё,, (0), Кз Г. п, - незалежныя ў сукупнасці ВВ, аў. (х), 
К з Г п, - барэлеўскія функцыі. Тады ВВ пі (0) з /у (Ёк (6), К І, п, - такса- 
ма незалежныя ў сукупнасці. 

Тэарэма. Для таго каб ВВ 5, (6), Кз г п, былі незалежнымі ў сукупнасці, 
неабходна і дастаткова, каб для любых х ю к-І,п, 


п 
Ба ь чай) Каа в. (ад). 


Калі Ёа. Ь (ху, -.» 2.) - абсалютна неперарыўная функцыя, то мае мес- 
26 
ца наступная тэарэма. 


Тэарэма. Для таго каб ВВ 6, (0), КЗ іп, былі незалежнымі ў сукупнасці, 
неабходнай і дастатковай умовай з'яўляецца 


п 
Х1,..., ХХ.) х П х)). 
а В 1 а) Г ю 
Доказ вынікае з папярэдняй тэарэмы і азначэння абсалютна неперарыўнай 


п 
ФР. бачнага напрыклад, неабходнасць: Р. ЯЕ 5, ёду ачаі Б. (а) 
к-1 
хі хі 


“ а, ў ры, (дак з ў ан Ў Іа. ьн. 


Адзначым, што з гэтых забы вынікае, што калі ВВ Ё (со) і п(ю) незалеж- 
ныя, 1о 


Р. (ху) з Р. (г), Ра (у) з Ре (а), 


г. зн. што ўмоўныя ФР і шчыльнасці імавернасці супадаюць з безумоўнымі. 

Каб нармальныя ВВ былі незалежнымі, неабходна і дастаткова, каб дыяга- 
нальныя элементы эка б былі роўныя нулю, г. зн. 8175 8217 

Азначэнне. Няхай В” - сістэма барэлеўскіх мностваў з 8", В - сістэма 
барэлеўскіх мностваў з К. Функцыя / (х) е Е, х з (ху, ...,х п) е в“, называецца 
барэлеўскай (вымернай па Барэлю), калі / 7! (В) з (х: /(х) е В] е В", УВ'е В, 
г. ЗН. правобраз барэлеўскага мноства з К з'яўляецца барэлеўскім мност- 
вам з К". 
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Тэарэма (зб суперпазіцыі вымерных функцый). Няхай Ё (0) - п-мерная 
ВВ, якая вызначана на імавернаснай прасторы (9, Т, Р), /(х) - барэлеўская 
функцыя на Е". Тады п (0) з /(Е(0)) З (8 (9), ..., Е, (0) таксама з'яўляец- 
ца ВВ на (9, Р, Р). йа 

Разгледзім наступную задачу. Няхай /), (ху, х;, ...,х п) К“, т,- чур 
скія функцыі на К”. Вызначым П), (0) 27; (5; (), 5» (а), зба (а), К 
Калі Б (0) з (5; (0), 5» (6), ..., 5, (ю)) - п-мерная ВВ, то П (а) й Зя 
пэ(0), ..., п. (9))- т-мерная ВВ. Няхай Е, (х)і ы б, - ФР ВВ Ё і т адпавед- 
на. Трэба выразіць ы (у) праз Е, (д) і (г), Ка Іт 

Дапусцім, што Ф? Е Ь (х)- ра неперарыўная. Разгледзім, напрык- 
лад, некалькі выпадкаў: 

1) т- пі ўсе /, (х) - неперарыўна дыферэнцыруемыя і функцыянальна 
незалежныя. Для апошняга дастаткова, каб 


л (х) 


вее А - бег, - вее] І бух. 


У гэтым выпадку 


Б) Зра“ у), пачулі) з РЎ, (Б, Еду, КІ п)» 


ае Каа хх, 
: ай А (срчьх) «ук іп] ўра (хі ха) Хх. 
д (ві, зава) 
дзе ру (У. ..» Уп) “ ре (ву (У, -.. Уй), ... 8, 1, У2)] зат арі 
Ў, 
Коратка можна запісаць 
ёх аг”) 
Раб) “р. (7710) І Ба ; 


дзе /(ў) з (109, 109) з (б), Г...) 


ёг. 
Э тепі І а І! 


з т Ух. У гэтым выпадку сістэму функцый 


Г.а), ка 1, п, можна дапоўніць (п - т) функцыямі ў... (х) 19] п-т, 


так, каб яны былі неперарыўна дыферэнцыруемымі і ўсе разам функцыяналь- 
на незалежнымі. Новая сістэма функцый вызначыць п-мерную ВВ т (0). Тады 
з умовы ўзгодненасці і папярэдняга выпадку будзем мець 


Ра уа Уд) з ў Чу Ў Ррь уа Я 
д(вь.-..е) 


Д вета” Ў ра ві ба, уа), ыва б, ІЗ заа 


ау,. 


Прыклад 6.5. Няхай п з 2, т'з 1, п(ю) 5; (0) 6) (о), 7. (ху, ха) хі" 
Ух” у]. Тады т “ п і трэба ўвесці яшчэ адну функцыю. Выберам /; (х), х2) 
7 Хх“ У. Адваротнае пераўтварэнне вызначаецца функцыямі х] з 8. (У, Ул) 
“У-У зв (У, У) ЗУ». 
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Там 
й д(г],8)) 1 ч] со 
д(уу,У») ў Е ЦЬ рп (у) з Ў, ре (у-уху ау). 
Калі 6. (0) 15, (Ф) - незалежныя ВВ, то 
оо 
Ру (у) к Рь -у) гы, ау). 
Гэтая формула вядома як згортка для шчыльнасцей імавернасцей і абазначаецца 
а Пе 
Прыклад 6.6. Вядома шчыльнасць размеркавання р. (хі, ха) ВВ Е(о)- 
з (Б. (0), Б; (0)). Неабходна знайсці рт (у), дзе п (0): 8 (9)/5; (9). Тут ізноў 
п2,тэІ,а/.(ху, ха) хі/х” У]. Увядзём /; (ху, ха) з ху “ Уз. Адваротнае 
пераўтварэнне мае выгляд хі “2 (У, У) З У1У» х2982(У1, уЗу». 
Якабіян пераўтварэння 
іна І? Бу, 
д (уі У?) 0 1 2 
Таму ріў(У» УР ІУ» у1У з ітакім чынам, 


Ру (у) САЎ РЕ (уіУ» У 2) Іуй! ду). 


6.1. Няхай 9 з [0, 1], 7 з ВО, 1] - б-алгебра барэлеўскіх 
мностваў адрэзка [0, 1], Р- мера Лебега, а 
0, с'е[0, 144], 
Е (6) 15 о е(1/44, 122], 
2, ше(1/2,1]. 


Знайсці Р. (х). 
6.2. Няхай імавернасная прастора (0, ў, Р) тая ж самая, 
што ў задачы 6.1. Знайсці ФР і шчыльнасці размеркавання (калі 


яны існуюць) наступных ВВ: 
л 


«ў, ве[б2; с за -9, о е[0, 12); 
а) 5 (е) с ае (12,1; )5 (9) 2 Сарнай 
в) (0) 03; г) 5 (о) з её; 


д) п (0) 6; (0) (6), 


: уш [0, 172), : 
калі Ё; (о) «аа ава Ба) зеі. 


Ф 


6.3. Няхай 9 з ((о;, 0,), 05 0; Ж 1, із 1, 2], б-алгебра ба- 
рэлеўскіх мностваў 9, Р - мера Лебега наб, - Ё (0) - (0, 
2) “ 8], П(6) з п(е], 0.) З о. Знайсці ФР наступных ВВ: 

5“ 
а)5- п; 651; 8). 


6.4. Шчыльнасць размеркавання імавернасцей ВВ ёЁ мае 
ВЫГЛЯД 





з 1. 


Сх”З, хі, 
р. (х) 
1 ФЯ 


Знайсці: а) канстанту С; б) шчыльнасць размеркавання іма- 
вернасцей ВВ г - 1/8;в)Р(41 119). 

6.5. ВВ Ё мае экспаненцыяльнае размеркаванне з парамет- 
рам А. Знайсці шчыльнасці размеркавання ВВ: а) п; - 82; 


1 г. к 
б) па -- 115; в)пз-1- е775; г)па-е”е. 


6.6. ВВ Ё раўнамерна размеркавана на адрэзку [0, 1]. 
Знайсці шчыльнасць размеркавання ВВ: а) пі525 1; б) п25 


--п (1-5; вул ія(в 3. 


6.7. ВВ Ё размеркавана па нармальнаму закону з парамет- 
рамі а з 0, 02. Знайсці шчыльнасць размеркавання ВВ п з 1/ё. 

6.8. Даказаць, што неперарыўная ФР ВВ з'яўляецца раўна- 
мерна неперарыўнай. 

6.9. Паказаць, што калі ВВ Ё мае абсалютна неперарыўную 
ФРЕ. (х), то ВВ ПЕ, (2) мае раўнамернае размеркаванне на 
адрэзку [0, 1]. 

6.10. Даказаць, што для любой ФР выконваюцца наступныя 
суадносіны: 


го. ВЕ, х аЕ,(у) 
а) а б) шах ў Са; 
Хе х аб “б 
хо аЕ, го ОБ. (у) 
в) Іт х (ая 9 шах ў. 
Х.?-оо -о хэ х 


6.11. Даказаць, што для любой абсалютна неперарыўнай ФР 
Е, (х) ідля любых натуральных п і К 


ў весдавгцд т. 
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6.12. Дыскрэтная ВВ Ё прымае значэнні Ху, Х;, ..., Ху з іма- 
вернасцямі р], Рэ, ..., Рп. Няхай П з тіп(б, а], дзе хі За ху. 
Знайсці размеркаванне ВВ п. 

6.13. У ячэйцы ЭВМ запісаны п-разрадны двайковы лік; 
кожны яго знак незалежна ад астатніх прымае з аднолькавай 
імавернасцю значэнні О ці 1. ВВ 5 - колькасць знакаў »1” у 
запісе двайковага ліку. Знайсці размеркаванне ВВ ё і імавер- 
насці Р(5 2 т], Р(Б Ў т]. 

6.14. Прамежкі часу паміж двума збоямі ЭВМ размеркава- 
ны па паказальнаму закону з параметрам Л. Рашэнне задачы 
патрабуе безадказнай работы машыны на працягу часу 1. Калі 
на працягу часу т адбыўся збой, то задачу трэба рашаць на- 
нова. Збой выяўляецца толькі праз час т пасля пачатку рашэн- 
ня задачы. Няхай ВВ Ё - прамежак часу, за які задача будзе 
рэшана. Знайсці яе закон размеркавання. 

6.15. Пры рабоце ЭВМ у выпадковыя моманты ўзнікаюць 
няспраўнасці. Прамежак часу Т работы ЭВМ да першай ня- 
спраўнасці размеркаваны па паказальнаму закону з парамёт- 
рам А. Пры ўзнікненні няспраўнасці яна адразу ж выяўляецца 
і ЭВМ паступае ў рамонт. Рамонт адбываецца на працягу часу 
із, пасля чаго ЭВМ ізноў уключаецца ў работу. Знайсці шчыль- 
насць размеркавання р. (г) іФР Р, (х) прамежку часу ё паміж 
дзвюма суседнімі няспраўнасцямі. Знайсці імавернасць 
Р(Е 2 20). 

6.16. ВВ Ё размеркавана па нармальнаму закону з парамет- 
рам а з 0. Пры якім значэнні б імавернасць пападання ВВ 6 
у інтэрвал [а, В], які не ўключае пачатку каардынат, дасягае 
максімуму? 

6.17. ВВ 2 мае размеркаванне Пуасона. Знайсці імавернасці 
падзей: А з (2-цотнае], В (Ё-няцотнае). 

6.18. інтэрвалы часу безадказнай работы ЭВМ маюць па- 
казальнае размеркаванне з параметрам Л - 1/Т. Знайсці іма- 
вернасць безадказнай работы ЭВМ на працягу часу 24; 

6.19. Функцыя размеркавання Вейбула 


1- е”, хай, 
Е З (х)з 
дч 
у некаторых выпадках характарызуе час службы элементаў 
электроннай апаратуры 5. Знайсці р. (х), моду ВВ 5. 
6.20. Выпадковы час прастою радыёэлектроннай апаратуры 
ў некаторых выпадках мае шчыльнасць размеркавання 
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лхо 


дзе М з Іге з: 0,4343 (лагарыфмічна нармальны закон размер- 
кавання). Знайсці: а) моду размеркавання пры ху з 1, 0 з 
“ А 5М; б) функцыю размеркавання. 

6.21. Незалежныя вопыты працягваюцца да першага зы- 
ходу, пасля чаго яны спыняюцца. Знайсці для выпадковай 
колькасці вопытаў: а) рад размеркавання; б) найімаверней- 
шую колькасць вопытаў, калі імавернасць паспяховага зыхо- 
ду ў кожным вопыце боўвх 0,5. 

6.22. Няхай 5. Х (а, 02), /(х) - сапраўдная, абмежаваная 
на ўсёй прамой, неперарыўная функцыя, На, 02) 


Ыы “Ў (др, (х)ах. Даказаць, што: а) іла Н (а, 02) з Ца); 
гі е 


9-9. 1 д?н 

да? 2 да? 

6.23. Шчыльнасць размеркавання ВВ роўна р, (х) 
з ах?е-Ёх, ў 5 0, 0 х «ее. Знайсці: а) каэфіцыент а; б) ФР 
гэтай ВВ; в) імавернасць пападання гэтай ВВ у прамежак 
(0, 1/К]. 

6.24. ВВ К - адлегласць ад месца пападання да цэнтра 
мішэні - размеркавана па закону Рэлея, г. зн. яе шчыльнасць 
размеркавання 


ахезах", х2 0, 
Віх) 6.1. : 
0, хх 0. 
Знайсці: а) каэфіцыент а; б) імавернасць таго, што Е акажацца 
меншай, чым мода. 

6.25. Няхай Ё -- Х (0, 1). Што больш: Р(-0,6 Ў 5 З -01] 
ціР(16«612]? 

6.26. Выпадковыя памылкі памераў далёкасці да нерухо- 
май цэлі падпарадкаваны нармальнаму закону з параметрамі 
аз10міс- 10 м. Вызначыць імавернасць таго, што памера- 
нае значэнне далёкасці адхіліцца ад сапраўднага не болей, 
чым на І5м. 

6.27. Дыскрэтная ВВ 5 характарызуецца законам размер” 
кавання 


Е!-1 0 1 
Р і 04 03 03 
Знайсці закон размеркавання ВВ п :52:4 1,8 151. 


4з 


6.28. На электроннае рэле ўздзейнічае выпадковае напру- 
жанне, размеркаванае па закону Рэлея (гл. задачу 6.24) з па- 
раметрамі а з 1/02, а з 1/ [29]. Якая імавернасць схемы спра- 
цаваць, калі электроннае рэле спрацоўвае кожны раз, калі 
напружанне на яго ўваходзе больш 287 

6.29. У лічыльніку Гейгера - Мюлера для падліку касміч- 
ных часцінак часцінка, якая трапіла ў лічыльнік, выклікае 
разрад, што існуе на працягу часу "т. Новыя часцінкі, якія 
трапляюць у лічыльнік за гэты прамежак часу, ім не рэгіст- 
руюцца. Прымем, што размеркаванне колькасці часцінак, 
якія трапляюць у лічыльнік, падпарадкавана закону Пуасона, 
г. зн. імавернасць пападання ў лічыльнік К часцінак на праця- 
гу часу І роўна 


аё)к 
ак() З а еза, радар 





Знайсці імавернасць таго, што лічыльнік за прамежак часу і 
падлічыць усе часцінкі, якія ў яго трапілі. 

6.30. Закон памылак пры назіранні тэмпературы выра- 
жаны па шкале Фарэнгейта формулай шчыльнасці імавернасці 


р(д з Ўл е-1.24-2)7. Запісаць гэты закон у прымяненні 
да шкалы Цэльсія. 

6.31. Вугал зносу самалёта вызначаецца формулай а з 
баса 2 ба ё у дзе вугал ветру В раўнамерна размерка- 
ваны на інтэрвале [- л, л]; и - хуткасць ветру; у - скорасць 
самалёта. Знайсці шчыльнасць імавернасці вугла зносу сама- 
лёта, калі ц 2 20 м/с, у 900 км/ч. 

6.32. З 15 вырабаў, сярод якіх ёсць два бракаваныя, вы- 
браны выпадковым чынам З вырабы для праверкі іх якасці. 
Запісаць закон размеркавання і ФР колькасці бракаваных 
вырабаў. 

6.33. У партыі з 5 вырабаў ёсць адзін бракаваны. Каб яго 
выявіць, выбіраюць наўгад адзін выраб за другім і кожны 
правяраюць. Запісаць закон размеркавання і ФР колькасці 
правераных вырабаў. 

6.34. Знайсці закон размеркавання і ФР колькасці папа- 
данняў мячом у карзіну пры двух кідках, калі імавернасць 
пападання пры кожным кідку роўна 0.4. 

6.35. Праводзяцца паслядоўныя выпрабаванні дзесяці 
прыбораў на надзейнасць. Кожны наступны прыбор правя” 
раецца толькі ў тым выпадку, калі папярэдні быў надзейным. 
Знайсці закон размеркавання і ФР колькасці выпрабаванняў, 


4 


х 


на якой закончыцца праверка, калі імавернасць вытрымаць 
выпрабаванне для кожнага прыбора роўна 0.8. 

6.36. Ёсць 6 ключоў, з якіх толькі адзін падыходзіць да 
замка. Скласці рад размеркавання колькасці спроб пры ад- 
мыканні замка, калі ключ, які не падышоў, у наступных ап- 
рабаваннях не ўдзельнічае. Знайсці ФР колькасці спроб. 

6.37. На дарозе 6 светафораў, кожны з якіх дазваляе ці 
забараняе далейшы рух аўтамабіля з імавернасцю 0,5. Склас- 
ці рад размеркавання і знайсці ФР колькасці светафораў, якія 
пройдзены аўтамабілем да першага прыпынку. 

6.38. Дадзена шчыльнасць размеркавання ВВ 


0, хо, моў2; 
р. (а) 
а(4х- хз), Ох хч2. 


Знайсці а, Р, (х), Р(-2« 611). 
6.39. Паказаць, што функцыя / (х) » 2 (хр)пе”рх, р,х? 0, 


з'яўляецца шчыльнасцю імавернасці нейкай ВВ 5 і вылічыць 
імавернасць пападання ВВ ё у прамежак (0, 1] пры п“ 2. 


6.40. ВВ Б мае ФР Р. (х). Знайсці ФР ВВ п е 18). 


6.41. ФР Е З (х) неперарыўная ў нулі. Знайсці размеркаван” 
не ВВ 


5 

Чечтэ 60, 
"- ІІ 

1, 650. 


6.42. Няхай 5 - ВВ з сіметрычным размеркаваннем, В 
сіметрычнае адносна нуля барэлеўскае мноства на прамой. 


Дапусцім 
Б, бе В, 
П 
ЗБ, ФВ. 


Даказаць, што ВВ 8 і п аднолькава размеркаваны. 

6.43. Даказаць, што лінейная функцыя ВВ, якая размер” 
кавана па нармальнаму закону, мае таксама нармальнае раз” 
меркаванне. 

6.44. Закон размеркавання памылак пры вымярэнні ра- 
дыуса круга г - нармальны з параметрамі а - 1000, 02 - 0,25. 
Знайсці закон размеркавання памылак пры вылічэнні даўжыні 
акружнасці, плошчы круга. 
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6.45. Дадзена шчыльнасць размеркавання імавернасцей 


З ап(ку), 06 хе З. бву«а. 
агыя 2 ы 
руць о У) : 1 
0 у астатніх выпадках. 
Знайсці ФР Б, (6 у). 


6.46. ВВ (5, 5) мае шчыльнасць размеркавання 


а 
ры, Ў" вах (3) 
Знайсці: а) велічыню а; б) ФР Е., я (х, у); в) імавернасць па- 
падання (5], 5) у квадрат, які абмежаваны прамымі х з 0, 
уз0, хі, узІ. 
6.47. Выпадковы вектар 5 з (Ё], 5, 53) мае шчыльнасць 
размеркавання 


а 
ры (с ура) а асананс 
Зах іх уза 22 ру? ха? уд224 Хту?2? 
Знайсці каэфіцыент а. 
6.48. Сумесная шчыльнасць размеркавання ВВ 5 і п мае 
выгляд 
а 
ры (06: Ў арый 
бп Я 1 ха уга ху? 
Знайсці каэфіцыент а. Вызначыць імавернасць пападання вы- 
падковага пункта (5, п) у квадрат з цэнтрам у пачатку каар- 
дынат, стораны якога паралельныя восям каардынат і маюць 
даўжыню, роўную 2. 
6.49. Закон размеркавання ВВ (ё, п) вызначаецца наступ- 
ным чынам: 





Знайсці А, саставіць рад размеркавання для кожнай ВВ Біп. 
6.50. Сістэма трох ВВ (5, 5;, 53) падпарадкавана раўна” 
мернаму закону размеркавання ўнутры цыліндра 
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(2лг2н)1, хе «га, Іхуі жа, 
рац 5, (11, Ха, Х3) а арна 
0, хі'хў2 Г альбо Іх!» П. 


Вызначыць шчыльнасці размеркавання асобных велічынь 5), 
5» 6 3 

6.51. Перадаюцца два паведамленні, кожнае з якіх можа 
незалежна ад другога сказіцца ці не сказіцца. імавернасць ска- 
жэння для першага паведамлення роўна ру, для другога - р). 
Разглядаецца сістэма дзвюх велічынь (ёі, Ё,), якія вызначаны 
так: 

і 1, калі першае паведамленне з'яўляецца скажоным, 


0, каліпершае паведамленне не з'яўляецца скажоным, 
1, калі другое паведамленне з'яўляецца скажоным, 
б “Ба 
0, калі другое паведамленне не з'яўляецца скажоным. 
Знайсці сумеснае размеркаванне пары (5), 52) і сумесную ФР 
ЗЕ х»). 
6.52. Якім умовам павінны адпавядаць лікі а, б, с для таго, 
каб пры падыходзячым выбары нармавальнага множніка А 


функцыя /(х, у) з Де-(ах?а2ьх су?) з'яўлялася шчыльнасцю 
размеркавання імавернасцей на плоскасці? 

6.53. Няхай 0 “а Іі /(х, у) з (І зах) (І ау) - а) Х 
Х е ХЗУ-ахуУ пры х Ж 0, у 2 0 і [(х, у) з О пры астатніх хі У. 
Даказаць, што /(х, у) - двухмерная шчыльнасць размеркаван” 
ня імавернасцей, і знайсці яе маргінальныя размеркаванні. 

6.54. Няхай и(х) - няцотная неперарыўная функцыя на 
прамой, якая роўна нулю па-за інтэрвалам [- 1, 1], прычым 

1 

л 
Х еду 2 и(х)и(у) з'яўляецца двухмернай шчыльнасцю 
размеркавання, якое адрозніваецца ад нармальнага, але мар” 
гінальныя размеркаванні нармальныя. 

6.55. На імавернаснай прасторы (9, Т, Р),дзе 9 “ [0, 1]; Я - 
б-алгебра барэлеўскіх мностваў; Р - мера Лебега, зададзены 
дзве ВВ: 

- ве 
КАЧЕ іе аў ась, 
1, ое (1/2, 1] 1, ве (1/3, 1] 


ші « 1/ Эле. Даказаць, што функцыя /(х, у) з 577 


Знайсці ўмоўную ФР Р. (х/у). 
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6.56. ВВ (2, п) мае раўнамернае размеркаванне ў крузе 
Кз ((х, у):х? з у2 1). Знайсці ўмоўную шчыльнасць размер- 
кавання р. (х/ у). 


6.57. Сумесная шчыльнасць размеркавання велічынь с» 
п вызначаецца наступным чынам: 


з (х, у)е б, 


Реп (х, У) з г (х, у) еб, 


дзе ба ((х,у):0 6 х“2, 0«у«сі- Ух). Знайсці ўмоўную 


шчыльнасць размеркавання р (у/х). 


6.58. Сумесная шчыльнасць размеркавання ВВ Ё і п мае 
ВЫГЛЯД 


Я дхуесі-У", хай,уО, 
Рад (Хх, У) з ара 
Знайсці р, (х/ У), ра (У/х). 
6.59. Няхай на імавернаснай прасторы (9, Т, Р), дзе 9 » 

2 [0, 1]; 8 - б-алгебра барэлеўскіх мностваў; Р - мера Лебега, 
зададзены ВВ Е (о) і п(ю). Ці будуць яны незалежнымі, калі 
а) Е(в) з 04, п(ю)2 1- 01; 6) Е(а)- 122, п(а) 0; в) (6) З, 

1, ве [0, 14], 
2, б'е (1/4, 3/4], 

3, ве(І/а, 1]? 


п(о) 


6.60. Ці павінны быць незалежнымі ВВ 5 і г, калі незалеж- 
нымі з'яўляюцца ВВ 5? п27 

6.61. Даказаць, што ВВ не залежыць ад самой сябе тады і 
толькі тады, калі яна з імавернасцю, роўнай адзінцы, з'яўляец- 
ца канстантай. 

6.62. Зыходзячы з умовы задачы 6.48, адказаць, будуць ці 
не ВВ 5 і 7] залежнымі. 

6.63. Па ўмовах задач 6.47, 6.50 устанавіць, з'яўляюцца ці 
не ВВ 5], 5, бз залежнымі. 

6.64. Сістэма дзвюх ВВ (5, 5) падпарадкавана закону 
раўнамернай шчыльнасці размеркавання ўнутры круга ра” 
дыусам гз цэнтрам у пачатку каардынат. Запісаць шчыльнасць 
размеркавання сістэмы і асобных ВВ, якія ўваходзяць У сістэ 
му. Устанавіць, ці з'яўляюцца ВВ 5; і 5. залежнымі. 

6.65. Двухмерная ВВ (5], 5;) зададзена шчыльнасцю раз” 
меркавання 


х? Хх? 


1 і і 3 
“бл. унутры эліпса 3-2], 


0 па-за эліпсам. 


Залежныя ці не ВВ 5. 157 

6.66. Выпадковы вектар (5, п) з неадмоўнымі кампанента- 
мі мае ФР Р. (х, у) з 1- е”ах- е”Вух е”ах-ВУ, д, 8 2» 0. Ці 
залежныя яго кампаненты? 

6.67. Няхай Ё, п іС - ВВ. Вядома, што 5 не залежыць ад 
п з с.Ці будзе ў гэтым выпадку Ё незалежыць ад п 167? 

.68. Няхай Ё і Пп - незалежныя ВВ. Даказаць, што ВВ 
піп (1, 8] і піп (1, п] таксама незалежныя. 

6.69. Ці існуюць такія ВВ б і П, што яны не з'яўляюцца з 
імавернасцю, якая роўна адзінцы, канстантамі і: а) Б і5 П не- 
залежныя; б) Ё і 2п незалежныя; в) 5, 5 “Пі Ё п незалежныя 
ў сукупнасці? 

6.70. ВВ Ё;, 52, ... Зл незалежныя ў сукупнасці і маюць 
адно і тое ж паказальнае размеркаванне. Знайсці ру (у), дзе 
п піп (ёі, 5 -» Е,). 

6.71. Даказаць, што сума 5; з 5; незалежных нармальна 
размеркаваных ВВ 5) і 5; з параметрамі адпаведна (ау, 07), 
(а», 03) нармальна размеркавана з параметрамі (а; “ а», 07 я 
402). 

6.72. ВВ 5; 15; незалежныя і маюць адно і тое ж паказаль- 
нае размеркаванне. Знайсці шчыльнасць размеркавання 
Рага, (У). 

6.73. Няхай 5, і 5; - незалежныя ВЕ, 6; мае паказальнае 
размеркаванне, 5; раўнамерна размеркавана на адрэзку [а, Б]. 
Знайсці шчыльнасці размеркавання ВВ Ё1::5;,517 52. 

6.74. ВВ Б), 5, ... Бл незалежныя і маюць паказальнае раз” 
меркаванне са шчыльнасцю е” пры х ?? 0іОпры х “ 0. Знайсці 


1 
“шчыльнасць размеркавання ру (У), дзе П Барк гзаррнат й 
ССА 


6.75. Знайсці ФР здабытку незалежных ВВ 5] 15; па іх ФР 
Р. (х) іЕ, (9). 

6.76. Дадзена паслядоўнасць (5:), і 1, 2, ... незалежных 
ВВ, якія прымаюць значэнні 0 і 1 з імавернасцю 1/2. Знайсці 
размеркаванне ВВ П з. ба??. 
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6.77. Няхай 6], ..., 5, - незалежныя, аднолькава размер” 
каваныя ВВ са шчыльнасцю р(х). Даказаць па індукцыі, што 


п 
калі р, (х) - шчыльнасць размеркавання Аа Ето р. (х) » 


2 ў... ў рас-хі- з Ха р(аа-1)-- Р(с) ёха; -- ёх. 


- оо -о 


6.78. ВВ Ё прымае значэнні - 2; 0; 2 з імавернасцямі 0,25; 
0,5; 0,25, а ВВ п, незалежная ад б, - значэнні -1 і 1 з імавер- 
насцю 0,5. Знайсці размеркаванне ВВ Ё Ф п. 

6.79. Пры правядзенні вылічэнняў па метаду Монтэ-Карла 
часта патрабуецца паслядоўнасць незалежных нармальна раз- 
меркаваных ВВ. У ЭВМ з дапамогай тэарэтычна-лікавых мета- 
даў ці з дапамогай фізічных датчыкаў атрымліваюць пасля- 
доўнасць незалежных раўнамерна размеркаваных на [0, 1] ВВ 
Б], 2, -.. Бл“ Можна паказаць (гл. задачу 6.9), што ВВ п; 
з РЛ (Ё.), дзе 

аб на 
Еб) з ўе-аі, 
л а 





мае нармальнае размеркаванне. Аднак будаваць па паслядоў- 
насці (5;] паслядоўнасць нармальна размеркаваных велічынь 
з дапамогай Е-1!(у) не заўсёды магчыма, таму што выраз 
Е-1(у) праз элементарныя функцыі адсутнічае, а для запамі- 
нання Р”1(у) патрабуецца дастаткова вялікі аб'ём памяці. 
Адным са спосабаў будавання нармальных велічынь з'яўляец- 
ца наступны. Разбіваюць паслядоўнасць (5;] на пары і па кож- 
най пары 5:, 5;, з дапамогай пераўтварэнняў ф з 2л5:, 2 


з -1п15;,], гэ У22, П; соз Ф, п;, з гзіп ф атрымліваюць 
паслядоўнасць нармальна размеркаваных велічынь. Даказаць: 
а) г мае паказальнае размеркаванне; б) п; і п;, ] - незалежныя 
і маюць нармальнае размеркаванне з параметрамі (0, 1). 

6.80. Студэнт пры паездцы ва універсітэт карыстаецца 
двума аўтобусамі; першага яму прыходзіцца чакаць не больш 
5, другога - не больш 10 хвілін. Будзем лічыць час чакання 5 
і 7 аўтобусаў незалежнымі ВВ, якія размеркаваны раўнамерна 
ў інтэрвалах [0, 5] і [0, 10]. Знайсці шчыльнасць размеркавання 
сумарнага чакання ё Ф Т. ; 

6.81. Рашыць задачу 6.80, калі 5 і П размеркаваны па па- 
казальнаму закону адпаведна параметрам б і В. 


6.82. Няхай Ё1, 52, -.. бл ” незалежныя ВВ, якія размерка- 
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ваны па паказальнаму закону з параметрам Л. Паказаць, што 


а х)а-1 Я 
РЕ 519“, абм Зас 1) Хе”“х, х? О. Закон размерка- 


вання з такой шчыльнасцю называецца законам Эрланга п-га 
парадку. 


7. ЛІКАВЫЯ ХАРАКТАРЫСТЫКі ВЫПАДКОВЫХ ВЕЛіЧЫНЬ 


Напомнім спачатку асноўныя звесткі аб інтэграле Лебега. 

Няхай Х - адвольнае мноства элементаў, назавём яго прасторай. Прасто- 
ра Х называецца вымернай і абазначаецца (Х, 7), калі на ёй выбрана о-алгебра 
падмностваў Т . Гавораць, што ў вымернай прасторы (Х, Р) уведзена мера, калі 
на элементах о-алгебры “ (г. зн. на падмноствах Х, якія належаць Т) зададзена 
неадмоўная функцыя у з р(А), якая з'яўляецца лічыльна адытыўнай, г. зн. 
для любой лічыльнай колькасці неперасякаемых мностваў А], А)... е 7 


(ва, гБ у(А)). 
К К 


Значэнне у (А), А ё Р, называецца мерай мноства А, сукупнасць (Х, ў, 
й) - прасторай з мерай. Раней уведзеная прастора (9, Ё, Р) -- гэта прастора з 
нарміраванай мерай, Р(О) з 1. 

Разгледзім, як будуецца мера Лебега ў прасторы Е". Для п-мернага пара- 
лелепіпеда Д з (х з (ху, х), ... хл):8; 1“ х;“Ь), із І, п] мера Лебега р(Д) » 
ж ь- а) (ь, - а? й (ь, - а). Няхай цяпер Д е р" - адвольнае мноства 
з К". Пакрыем гэта мноства канечнай ці лічыльнай колькасцю паралелепіпедаў 
Д), А. .., 4, ... Нияжняя грань лікаў а р (А).), якая бярэцца па ўсемагчымым 


пакрыванням мноства А, называецца верхняй мерай т" (А) мноства А. Ніжняя 
мера т, (А) вызначаецца як т (Д) - т" (А), дзе Л - які-небудзь паралелепі- 
пед, што змяшчае мноства А; А -- мноства ўсіх пунктаў гэтага паралелепіпеда, 
якія не належаць А. Мноства, для якіх верхняя мера роўна ніжняй, называюц- 
ца вымернымі па Лебегу, а агульнае значэнне т (А) верхняй і ніжняй мер - 
мерай Лебега мноства А. 

Дапусцім, што р(Х) “ “ее. Напомнім некаторыя азначэнні. Функцыя 
72), якая зададзена на (Х, Я, р), называецца вымернай, калі /! (В) з 
зіх:іхе Х, [(х)е Ві е Е, дзе В - любое барэлеўскае мноства на лікавай пра- 
мой. Вымерная сапраўдная функцыя называецца простай (дыскрэтнай), калі 
аў яе значэнняў не болей, чым лічыльнае. Напрыклад, індыкатар мност- 
ва 


1, хеА, 
д - І, хФА, 
з'яўляецца простай функцыяй. 
Любую простую функцыю /(х) можна прадставіць у выглядзе /(х) “ 
сі Н від (а), дзе сі, С) ... “" значэнні, якія прымае Га), Аз (іх: Га) а с. 
інтэгралам Лебега простай функцыі па меры р называецца лік 
ўладу(ах) » Ее, 
ж 
Калі рад у правай частцы збягаецца абсалютна. 
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Няхай /(х) - вымерная функцыя, зададзеная на (Х, Т, и). 
Тэарэма. Для любой вымернай функцыі /(х) існуе паслядоўнасць (7; (х)] 
простых функцый, якая збягаецца пры п ” “е да Г (х) раўнамерна. 
інтэграл Лебега адвольнай вымернай функцыі / (аз) 
со К 14 ка1 
ўлад р(ах) з т ўў, (г) р(ах)- Б ы з ЫЬ «ч н. 
ь 4 по шо 


пех 


Асноўныя ўласцівасці гэтага інтэграла аналагічныя ўласцівасцям інтэграла Ры- 
мана. 

Няхай цяпер / з (7), ... 7.) - вектар-функцыя, якая зададзена на (ХК, 
0) і яе кампаненты з'яўляюцца вымернымі функцыямі. Яна індуцыруе на ба- 
рэлеўскіх мноствах прасторы ВЕ" меру ц г» што зададзена роўнасцю 


ру(В) з ріхіх е Х, (а) (ў (к), ... 7 (9) е Ві у1771(8)). 


Тэарэма. Калі г (х) з г (ху, ..., х..) - барэлеўская функцыя, якая зададзена 
на К", то мае месца формула замены пераменных у інтэграле Лебега: 


ўва) цах) » ў гб) уца»). 
Хх яп 


Пяройдзем ад (Х, Р, и) да імавернаснай прасторы (9, 7, Р). Заўважым, 
што вымерная функцыя ё (0), якую мы назвалі выпадковай велічынёй і якая 
задаецца на (9, ў, Р), індуцыруе на барэлеўскіх мноствах В с К меру Р; З 


Р. (В) “Р(о:(а) е вір (а (В). 
Калі ВЗ (хч Ах], то 
Р(Да)зР(о:х «Б(в) ех Ах] “Р. ((к,х Ах) 


ЗЕ; (ха Дх) -Е; (д Де, (х). 
З папярэдняй тэарэмы вынікае 


ў в (Б(о))Р (ад) - ў в (а) ае (2), 
9 ВЕ 


што азначае пераход ад інтэграла Лебега па імавернаснай меры да інтэграла Лебе- 
га -- Сцілцьеса, у якім інтэгравальнай функцыяй з'яўляецца функцыя размер- 
кавання. 

інтэгралам Лебега -- Сцілцьеса называюць інтэграл Лебега па меры Лебега - 
Сцілцьеса. Мера Лебега - Сцілцьеса - гэта неадмоўная лічыльна- 
функцыя р (А) мностваў А С К, для якой выконваецца дадатковая ўмова 
р ((а, Б]) з Р(6) - Р(а), дзе Р(х) - неўбываючая, неперарыўная справа функ” 
цыя. імавернасць з'яўляецца асобным выпадкам меры Лебега -- Сцілцьеса, пры 
гэтым З (-ее) з 0, Р. (зе) 51. 

Разёледзім азнаўэнне інтэграла Рымана - Сцілцьеса функцыі ё(х) з інтэг- 
ральнай функцыяй Р (х) па абмежаванаму інтэрвалу [а, Б]. Няхай в Ху «хі“ 
«..«хосзЬ, з тах (ху-хі...]).Ліміт 

й ус тас 


Ь 
п 
Ша Ў я(ху)(Е(ху)- Е(ху..1))” Ў в(х)ае (к), 
пе ксі а 
до 
калі ён існуе, называецца інтэгралам Рымана - Сцілцьеса. Заўважым, што калі 
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функцыя г (х) неперарыўная на [а, Б], то інтэграл Рымана - Сцілцьеса супадае 
з інтэгралам Лебега -- Сцілцьеса па гэтаму інтэрвалу. 
Разаб'ём адрэзак [а, Б] на малыя часткі Ат- (к(а), хе) пупа в 


ака ск а хо Б. Каліг(х) - неперарыўная функцыі і] “АЙ гэ 
прып з “г для ўсіх і, то паслядоўнасць 
п 
аб“ еб Гапа) 
раўнамерна збягаецца да г (х). Значыць, 
Ь 


(Ф ўвёдагод - ша, З ва дна? - 
а з оо і 


п ь 
г Шю Б р(х [Р (к) -(«)1-(В) ў г(а)аР(ад. 
пэ і] М сг 
Пры азначэнні неўласцівых інтэгралаў Рымана - Сцілцьеса паступаюць 
такім жа чынам, як і пры азначэнні звычайных інтэгралаў Рымана. У гэтым 
выпадку для таго, каб інтэгралы Лебега - Сцілцьеса супадалі, дастаткова 
існавання апошняга ў сэнсе абсалютнай збежнасці. 
Калі З (х) - абсалютна неперарыўная функцыя, то 


ў г (Б(а))Р (ав) - ў г (х) ав, (к) ў г (г) р, (х) ах 
9 К Е 


і вылічэнне разглядаемых інтэгралаў зводзіцца да вылічэння звычайных ін- 
тэгралаў Рымана. 

Выкарыстоўваючы інтэгралы, якія былі разгледжаны, можна некато- 
рыя вынікі, што атрыманы раней для абсалютна неперарыўных ФР, запісаць 
у больш агульнай форме: 


1) для кожнай ВВ 6 (о) Р(ю:5(0)е в1-ў ае, (х); 
2) калі 5 (а) іп (а) - ВВ, то Ру (У) сей Бу (У/х) ае, (х); 


3) калі п(ю) “5, (0) 5(9), то Бл) Ў, Р. (У - х) аЕь, (г), ці 
«ы Ўы Эб 


Разгледзім цяпер лікавыя характарыстыкі ВВ -- матэматычныя спадзяванні 
якіх-небудзь функцый ад ВВ. 
кіла спадзяванне і яго ўласцівасці. Перад тым як даць фармаль- 
нае азначэнне матэматычнага спадзявання, разгледзім некалькі прыкладаў. 


Прыклад 7.1. На тэлефоннай станцыі ў кожны момант часу Х прамежка 1 
фіксуецца колькасць /(х) тэлефонных размоў. Цана Р адной размовы за інтэрвал 
часу - функцыя мноства, якая ставіць у адпаведнасць кожнаму інтэрвалу 
1,“ І цану адной размовы за час 1, Р:1,;- Е (1.). Неабходна знайсці набыты да- 
ход тэлефоннай станцыі за прамежак часу І. й б, М а 

Функцыя /(х) прымае канечную колькасць значэнняў. Няхай 7; - магчы 
мыя значэнні /(х), а (х : /(х) “ /;] - мноства тых момантаў, у якія вялося 
роўна /, размоў. Тады набыты даход будзе роўны ў ГБіх: т) 7), шо 


прынята абазначаць ў /(х) Е (ах) -- інтэгралам Лебега /(х) па меры Р. 
Прыклад 7.2. Няхай /(2), х е 0.- ураджайнасць на полі 0, напрыклад О - 
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зерневы палетак раёна, вобласці пад пшаніцай, Р - плошча, г. зн. функцыя 
мноства (участка), якая ставіць у адпаведнасць кожнаму участку 0; С О лік, 
роўны яго плошчы Р: 0; з Е(0О;). Неабходна знайсці велічыню ўраджаю з по- 
ля О. Тут у адрозненні ад папярэдняга прыкладу значэнні функцыі / (х) скрозь 
запаўняюць некаторы прамежак. 

У якасці адзінкі вымярэння ўраджайнасці выбярэм лік е, напрыклад, 
ез 1ц, 0ціг. д. Няхай Аў е” (х:Ке  [(х) ё (Кз 1)е] - участак поля, на 
якім ураджайнасць змяняецца ад Ке да (К з 1)е. Пад ураджайнасцю на А; 
будзем разумець велічыню Ке. Разгледзім на О функцыю /. (х), якая прымае 
канечную колькасць значэнняў, менавіта /, (х) з Ке для х е А к, е» Дзе го) 
велічыня ўраджайнасці, вымяраная з дакладнасцю да е. У якасці велічыні 
ураджаю з поля О натуральна разгледжваць 2 КеЕіх : Ке « ў(х) з (К 1)е]. 


Далей, чым дакладней мы хочам падлічыць велічыню ўраджаю, тым больш 
дробную адзінку вымярэння ўраджайнасці павінны выбраць. І ў якасці сап- 
раўднай велічыні ўраджаю з поля О натуральна разгледжваць велічыню 
ца Ў КеЕіх: Ке“ ў(х) з (К “ 1)е] - інтэграл Лебега /(х) па меры Е, які 
е?0 К 

абазначаецца ў ГодЕ (ах). 


Прыклад 7.3. Няхай ё (0) - ВВ са значэннем у К, якая зададзена на імавер- 
наснай прасторы (9, ў, Р). Трэба знайсці сярэдняе значэнне ВВ. 

Як у папярэднім прыкладзе, спачатку выберам адзінку вымярэння е зна- 
чэнняў ВВ ёЁ (ў) і разгледзім мноства А Ке пунктаў О, для якіх значэнні 5 (0) 
ляжаць ад Ке да (К з 1)е, К з 1, 2, .... На 9 разгледзім паслядоўнасць ВВ 
Б. (0), якія залежаць ад параметра е. Для кожнай 5. (сд) паложым 5. (о) 
зКе,каліфеА к.е» к-1, 2, .... У якасці сярэдняга значэння ВВ 5 (0) відавоч- 


на разгледжваць ліміт Ша Р КеР(0 :Ке Ў (0) (Кз 1)е] з ў Е(ю)Р(4д), 
(Зы о 


які прынята называць матэматычным спадзяваннем ВВ Е (6) (сярэднім значэн- 
нем ВВ Е (с))). Гэта інтэграл Лебега ад ВВ 6 (со) па меры Р. 


Возьмем у якасці е велічыню 1/п. Такім чынам, матэматычным спадзяван- 
нем ВВ 6 з Ё (0), якая зададзена на імавернаснай прасторы (9, ў, Р), называец- 
ца лік, роўны 

оо 


К К кі 
МЕ - Іт аў а-а А з ўЕ(о)Р(ао) "Зай (х). 
-0о0 о 


пзорь 





З гэтага азначэння вынікае: 
а) калі ё (00) - дыскрэтная ВВ, якая прымае значэнні з мноства (х], Ха, --. 
габ ра еды - 


Мі Ў х.о:і(а)сх) З Ў 

з х о:5Ё(0)Зхіў з ЯЕ Хурк; 
аі К К ксі КРК 

б) калі 6 (с)) мае абсалютна неперарыўнае размеркаванне, то 


М ў хр. (х)ах; 


в) МЕ існуе, калі МІЕІ « Фее, 

Уласцівасці матэматычнага спадзявання ў асноўным вынікаюць з уласці” 
васцей інтэгралаў: 

1) калі Е (0) 2 0, то МЕ? 0; 


2) М(сб) “ сМ'Е, дзе с- канстанта (Мс“ с); 

3) калі Б (0) 7 п(о), то МЕ? МП; 

4) калі МІЕІ Ў фе, Міп! “Й 49, те МІБ кп!“ те іМ(Е п) МЕ Ма; 

5) калі Ё і п - незалежныя ВВ, для якіх існуюць матэматычныя спадзяван- 
ні, то М(Бп) “ММ; 

6 ІМЕІ «М; 

7) калі І, (0) - індыкатар падзеі А е ў, 


1 оеА, 


Ід(9) Іў ова, 


то МІ (9) А (о)Р(аб) лі ў зР(А); 

Ча. калі 8(х) - вымерная функцыя, па» МІпІ ё е, то Ме(б) з 
- ў гадак, (х), у прыватнасці Ме (5) бё г(г)ра (г)ах, калі 5 - непера- 
банах ВВ, Ме(5) вед ру., калі б - дыскрэтная ВВ; 


9) калі Ё - п-мерная ВВ: 5 - (5, Б, ... 5), то МЕ “ (ту, ту, ..., та), дзе 
туз МЕ ў Б, (9)Р(а6). Няхай ё - ВВ дыскрэтнага тыпу, 5.9 00, 1,..., М, 
о 


сей 1; 
к-і,п, Х 5, ХМ.Тады 
к-1 


М М-х] Мо-хі-ху-« Хо 


-1 
МЕз Ж 2 .. х хуРіБ9 хі, 529Х; “з Бал)» 
хіз ху на9 ў 


кзі,п. 
Калі в (ху, ха, ..., х..) - вымерная функцыя, то для ВВ 5 - (5, 5), ..., 5) 
неперарыўнага тыпу 


МРБ), 5)...» 5.) “ў АЎ ець а» з а)РЕ а...Ь., Са 


.»х.) ах] ах; ... ах, 
Фоо оо 
у прыватнасці МЕ, з ў. ўж Раць), (хуь ху, ху) хах)... ах. 
Умоўнае матэматычнае спадзяванне. вызначаецца роўнасцю 


М(Е/В) - ў хар, («/в) “ ў Б(а)Р(аь/ В) - (Р(в))”1 ў Е(е)Р(аа). 
бр о В 


Калі Ві, В»), ..., В, ... складаюць поўную групу падзей, то 
МА - ў а(а)р(аа) - Ж Ў Е(о)рад) - Ё Р(вдм(ыв. 
9 кз1 Ві кз1 


Гэтая формула поўнай імавернасці для матэматычнага спадзявання. 

Для матэматычнага спадзявання справядлівы наступныя няроўнасці: 

1) няроўнасць Чэбышова. Няхай /(х) - неадмоўная, манатонна неўбываю- 
чая барэлеўская функцыя на [0, ёго) са значэннямі у К. Тады для любой ВВ 


Еіе20 
му (161) 
Ле) 





Р 4612 е] 
у прыватнасці Р(ІЕ із еў «МІЕІ/е. 
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Напомнім, што функцыя г (х) са значэннямі ў Е, якая зададзена на пра- 
межку І “ К, называецца пукатай на І ўніз (ці ўверх), калі для кожнага ху “І 
знойдзецца лік А (хо) такі, што для ўсіх х е І 

в (ху) А (хо) (с-- ха) в(х), (в(хд) А (хр) (к - хо)? в (а), 
Так як у з г(ху) “А (хо) (х- ху) - ураўненне прамой, якая праходзіць праз 
пункт (ху, 8(хд)) з вуглавым каэфіцыентам А (хо), то пукатасць уніз або ўверх 
азначае, што ў кожным пункце (ху, 2(ху)) можна правесці прамую так, што 
2 (х) ляжыць вышэй ці ніжэй гэтай прамой; 


2) няроўнасць Іенсэна. Няхай г(х) - пукатая ўніз (уверх) барэлеўская 
функцыя К. Тады, калі Мб!“ 4ее, то 


е(МЕ) “ Ме (5), (в(МБ) ? Ме (Б)), 
у прыватнасці (МЕ)? МЕ?, ІМЕІ'«МІЕІ'г21; 


1 1 
3) няроўнасць Гёльдэра. Няхай р. Ёа 44 1, р? 0,42 0. Тады 


Міёп! « (М1512)М? (міп19) 19, 


З ыс няроўнасці атрымліваем: а) няроўнасць Кашы-Бунякоўскага 
прырзд» 4 


Міл! «МЕ? ўм”; 


1 
б) няроўнасць Ляпунова, калі палажыць б з 1515, дз 1, рэз Ё/5, г 


5 : 
г1- “радзе бс5сі, 
: (М1619) 15 (мІБ19 1. 
Прыклад 7.4. Знойдзем матэматычнае спадзяванне ВВ, якая размеркавана 


па закону гаса я 
а 


оо ХІ со 
Ма- лаба. зак аме Ны: Пус ан 
МЕ с П САВуЧВВІ 


Хх 


ся Ау), 


оо 
зе) 5 
га 
Моманты ВВ. Азначэнне. Пачатковым момантам парадку М ВВ Б называец- 
ца ту“ М ЕМ , ацэнтральным момантам парадку 'Х - 
пу М(Е-МЕМ. 


Азначэнне. У выпадку мнагамерных ВВ змешаным пачатковым момантам 
парадку м ВВ Ё з (Ё., 5; ..., 5.) называецца матэматычнае спадзяванне 


Кі, К К 
Мі. ], 

Я ў 
дзе ач ЗМ ;К,- цэлыя неадмоўныя лікі, змешаным цэнтральным момантам 

іе 
парадку М - матэматычнае спадзяванне 

Х К К. 
Міма“ (- мад“... (баз Ма) "І. 


Прыклад 7.5. Знайсці К-ы пачатковы момант ВВ Ё, якая размеркавана па 
паказальнаму закону. 
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со со 
Рашэнне. МЕК “ў хле Акал ўе Аха, а [дхаі, ха 4 


0 
Ва Г (кз1) "“ к! 
«ак ібе а ---к.- “к. У прыванасц, МЕ-ЦА. 


Дысперсія і яе ўласцівасці. Азначэнне. Дысперсіяй ВВ Ё называецца яе 
цэнтральны момант другога парадку 


рЕ-М(- Ма)”. 


Стандартным квадратычным адхіленнем ВВ Б называецца Б» і 


Дысперсія характарызуе роскід значэнняў ВВ 5 у адносінах яе сярэдняга 
значэння. 
Для падліку дысперсіі часта карыстаюцца наступнай формулай: 


ра -ме?-(ма)?. 


Уласцівасці дысперсіі: 1) Рб 2? 0; 2) РЁ - 0 толькі ў тым выпадку, калі 
Р(Ё “ сопзі) з 1; 3) Р(сё) “ с2рЕ; 4) Р (сз 6) з РБ; 5) калі 5 і П - незалежныя 
ВВ, то Р (Б 3 п) з Рё “ Рп; 6) калі ў няроўнасці Чэбышова ў якасці / (х) выбе- 
рам х?, а ў якасці ВВ разгледзім (5 - М 5), то атрымаем Р(БЕ- МЕ? еў“ 
«рые?для У е 2 0. 
і карэляцыі і яго ўласцівасці. Нарміраванай ВВ па дачыненню 
да ВВ Ё называецца ВВ 


0. МЕ 0 0 
З р , МЕ”, РрЕ'зіІ. 


Азначэнне. Каэфіцыент карэляцыі ВВ 5 і п вызначаецца па формуле 
(6 -МЭ (п-Мп) 
УРЕ У Рп 


Ён характарызуе меру залежнасці паміж ВВ 6 іп. Яго ўласцівасці: 

1) Іт (6, п)1 1; 

Эт(ё, п)-31 тады і толькі тады, калі 5 і 7 звязаны лінейнай залежнасцю; 

3) калі ё і п - незалежныя ВВ, то г (5, П) 0. Адваротнае неабавязкова, 
але яно будзе выконвацца, калі ё і п -- нармальна размеркаваныя ВВ. 

Важнай характарыстыкай п-мернай ВВ з'яўляецца карэляцыйная матрыца 
КПК ха» дзе ку-М (6; - МБ) (б; - мІ - карэляцыйны момант 
ВВ 5:і ]- Ясна, што К. і Ку. Кі; з РБ. Нарміраванай карэляцыйнай матры- 
цай Ё называецца матрыца, якая складзена з каэфіцыентаў карэляцыі ВВ 5;і 
Б» ьў5 Ст, 


г(Б,п) мач м] 


Веда, 
дзе г“ К. / (РБ, Ура), гуч Гу» гуз І. 


Я Энтрапія. Колькасць інфармацыі. Часта лікавымі характарыстыкамі ВВ 
з'яўляюцца функцыяналы, якія вызначаюць адрозненне паміж двума размер” 
каваннямі імавернасці. Такое адрозненне неабходна ведаць, напрыклад, калі 
акрамя факту залежнасці паміж дзвюма ВВ неабходна ведаць, нахолькі вялі- 
Кая гэта залежнасць. : 

Разгледзім выпадак абсалютна неперарыўных размеркаванняў. У якасці 


5? 


велічыні, якая вымярае ступень залежнасці дзвюх ВВ, можна выкарыстаць 
адлегласць паміж размеркаваннямі Рёт а, рі ре (Ф) Ру (1). Яе вымяраюць 
рознымі спосабамі. 

Азначэнне. Энтрапіяй называецца наступны функцыянал: 


оо 
Н(Б) - Міпр. (5) “ ў Іпра (г)-ре (дах. 


У фізіцы - гэта мера беспарадку (нявызначанасці); чым больш нявызначанасць, 
тым больш энтрапія. Тут ў можа быць і мнагамернай ВВ, г. зн. можа быць 


н(е “Н (51, Б» -» 5.) 


Азначэнне. Колькасцю інфармацыі Шэнана называгцца велічыня 
1 (6, п) з -Н(Б) - Н(п) “НЕ, п). 


У тэорыі інфармацыі гэта велічыня азначае, што ВВ Ё змяшчае І (Ё, п) інфарма- 
цыі аб ВВ п. 


Таму што ра (х) -ў Раг (г у)ау, н(Б) Т Іп ре (4) “ре (х) ах з 


-ў Іпра аў раг (9 У)буйх -ў ў Іпр. (4) “рат (» У) вуах, Н(п)- 
з ў. Г Іарабд руд (е У ауах, Н(5,п) З ў Ў рап) рад (6) 
Х дуйах, то 


со со Раг (Х, У) 
1(5,п) з ў ёх ў Іп ане. 
-оо -о РЕ дру (у) 


Калі ё і п -- незалежныя ВВ, то І (5, п) з 0, г. зн. ВВ Ё не змяшчае ніякай 
інфармацыі аб ВВ г. У гэтым выпадку 


Н (5, п) з Н(б)  Н(п). 


7.1. Знайсці матэматычнае спадзяванне ВВ, якая размерка- 
вана па нармальнаму закону з параметрамі (а, 67). 

7.2. Ці існуе матэматычнае спадзяванне ВВ ё, якая мае 
размеркаванне Кашы? Знайсці М піп (151, 1). 

7.3. Няхай Ё - ВВ, што раўнамерна размеркавана на адрэз- 
ку [0, 1]. Знайсці М соз? (лё), М 5іп? (л). 

7.4. Знайсці К-ты цэнтральны момант ВВ, якая размеркава- 
на па нармальнаму закону з параметрамі (а, 02). 

7.5. Знайсці матэматычнае спадзяванне і дысперсію ВВ, што 
раўнамерна размеркавана на адрэзку [а, б]. 


ў 1 
7.6. Вылічыць ГЁ, М (суе , дзе Б - ВВ, якая мае раз 


меркаванне Пуасона; а, б - канстанты. 
7.1. Няхай Ё - неадмоўная ВВ з канечным матэматычным 
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спадзяваннем. Даказаць, што" 2, Р(Е2 п) “МЕХ 13 
з Ў Р(Б? п). 
пі 


7.8. Няхай Ё - неадмоўная ВВ з ФР Е, (х) і канечным матэ- 


матычным спадзяваннем. Даказаць, што МЕ з ў (1- Е, (х))ах. 
: 0 


7.9. Няхай Ё - неадмоўная ВВ з канечным пачатковым 
момантам парадку п 2 0. Даказаць, што Мё" з п ў хп-1(1- 


0 
-Е е (х)) ах. 

.740.ВВЕ - (5), 5;) размеркавана раўнамерна ўнутры кру- 
га радыусам г'з 1. Знайсці матэматычнае спадзяванне і дыспер- 
сію ВВ тіп 45, П]. 

7.11. Незалежныя ВВ ё і п маюць шчыльнасці размеркаван- 
НЯ р. (х) і ра (у). Знаўсці матэматычнае спадзяванне ВВ 


ІЁ- І, матэматычнае спадзяванне і дысперсію ВВ 


тіп [51,5]. 


7.12. Радыёлакацыйная станцыя вядзе назіранне за М 
аб'ектамі. За адзін цыкл агляду і-ты аб'ект незалежна ад дру- 
гіх знаходзіцца з імавернасцю р., із Г. Х. За час назірання 
адбываецца п цыклаў агляду. Знайсці сярэднюю колькасць 
аб'ектаў, якія будуць адшуканы. 

7.13. Тэхнічнае ўстройства складаецца з п вузлоў. Кожны 
вузел можа выходзіць са строю незалежна ад другіх. Працяг- 
ласць спраўнай работы і-га вузла размеркавана па паказаль- 
наму закону з параметрам /;. Кожны вузел, які аказаўся ня- 
спраўным, адразу замяняецца новым і накіроўваецца ў ра- 
монт. Рамонт і-га вузла ажыццяўляюць на працягу выпадкова- 
га часу, што размеркаваны па паказальнаму закону з парамет- 
рам ў... Устройства працуе на працягу часу 1. Знайсці: а) сярэд: 
нюю колькасць вузлоў, якія трэба будзе замяніць; б) сярэднюю 
працягласць часу Т на рамонт вузлоў, якія выйшлі са строю. 

7.14. Ёсць сеткавы графік планавання кіравання, згодна з 
якім момант г пачатку якой-небудзь работы з'яўляецца максі- 
мальным момантам заканчэння дзвюх забяспечваючых работ 
Ё» 5, (моманты заканчэння гэтых работ). ВВ 5] і 5; незалеж- 
ныя і маюць шчыльнасці размеркавання р. (хі) і р», (ха). 
Знайсці сярэдняе значэнне ВВ п. аба 

7.15. Знайсці сярэдняе значэнне квадрата адлегласці паміж 
двума пунктамі, якія выбраны наўгад на любой са старон 
прамавугольніка. 
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7.16. ВВ ё і п незалежныя і Р (Б 2 1) Р (Б 2-1 ЗР(п0)З 
205, Р(па і зР(п 5-1) з 0,25. Ці будуць ВВ 51 іп: а) не- 
залежнымі: б) некарэляванымі? 

7.17. Няхай Ё - ВВ з канечнай дысперсіяй. Даказаць, што 
каэфіцыент карэляцыі ВВ 5 і бірп 5 з'яўляецца неадмоўным. 

7.18. Знайсці энтрапію мнагамернай ВВ 5, якая размерка- 
вана па нармальнаму закону. 

7.19. Вылічыць колькасць інфармацыі Шэнана, якая 
змяшчаецца ў скалярнай нармальна размеркаванай ВВ 5 або 
другой скалярнай ВВ п, што таксама нармальна размеркавана. 

7.20. інтэрвалы часу паміж рухам аўтамашын на дарозе 
маюць паказальнае размеркаванне з параметрам Л. Знайсці 
інтэнсіўнасць патоку аўтамашын на дарозе. 

7.21. Паказаць, што функцыя выгляду 


2.2 
азе Хх, хэ, 
0, хх, 


дзе а, с 2 0,5 з 1, 2, 3, валодае ўласцівасцямі шчыльнасці раз- 
меркавання. Вызначыць параметры а і “, зыходзячы з зададзе” 
нага матэматычнага спадзявання т, і знайсці дысперсію. 
Заўважым, што ВВ, якая мае шчыльнасць размеркавання 
/; (х), размеркавана па закону Рэлея, а ВВ, якая мае шчыль- 
насць размеркавання /; (х), - па закону Максвэла. 

71.22. Вылічыць лікавыя характарыстыкі дыскрэтных ВВ, 
якія маюць: а) размеркаванне Бернулі; б) бінаміяльнае размер- 
каванне; в) геаметрычнае размеркаванне. 

7.23. Адбываецца шэраг спроб уключыць рухавік. Кожная 
спроба заканчваецца поспехам (уключэннем рухавіка) неза- 
лежна ад другіх з імавернасцю р з 0,6. Кожная спроба займае 
прамежак часу т. Знайсці размеркаванне агульнага часу 3; 
які патрабуецца для запуска рухавіка, яго матэматычнае 
спадзяванне і дысперсію. 

7.24. Скорасць малекул газу ё з'яўляецца ВВ, што размер- 
кавана па закону Максвэла: 


го” 


3 
«Я х2 е-й2х?, ха, 


л 


р. (х дн 
0.- ец. 
Знайсці сярэднюю скорасць малекул і дысперсію скорасці. 
1.25. Узровень вясенняй паводкі на рацэ з'яўляецца ВВ 
Ё з ФР Ее (х). Плаціна вытрымлівае паводку ўзроўнем не вы- 
шэй 2. Дапусцім, што ўзроўні паводак у розныя гады незалеж- 
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ныя і аднолькава размеркаваныя. Знайсці матэматычнае 
спадзяванне 2, пры якім імавернасць разбурэння плаціны па- 
водкай за 100 гадоў будзе не больш, чым 0.001. 

7.26. Выпадковая памылка Ё вымяральнага прыбора раз- 
меркавана па нармальнаму закону з дысперсіяй 16 мв? Сістэ- 
матычная памылка прыбора адсутнічае. Знайсці імавернасць 
таго, што ў пяці незалежных вымярэннях памылка Ё пера- 
высіць па модулю 6 мВ не больш чым у трох выпадках. 

1.21. З тэорыі броўнаўскага руху вядома, што калі часцін- 
ка ў момант і з 0 знаходзіцца на адлегласці ху ад адбівальнай 
сценкі, то імавернасць таго, што ў момант і Ж 0 яна будзе зна- 
ходзіцца паміж хіх з ах, роўна р(х) ах, дзе 
(к хо)? (сход? 


ре ар 


р(х) з ве 


зу лрі 
Знайсці сярэдняе значэнне перамяшчэння часцінкі за праме- 
жак часу І. 

7.28. Страляюць тры разы па мішэні. імавернасці пападання 
пры кожным выстрале роўны адпаведна 0,1; 0,2; 0,3. Пабуда- 
ваць рад размеркавання, ФР колькасці пападанняў пры трох 
выстралах. Знайсці матэматычнае спадзяванне і дысперсію гэ- 
тай ВВ. 

...7.29. Страляюць па рухомай цэлі да першага пападання. 
імавернасць пападання пры кожным выстрале роўна 0,4. На 
стральбу адпушчана чатыры снарады. Вылічыць: а) матэматыч- 
нае спадзяванне Ё - колькасці выкарыстаных снарадаў; 
б) дысперсію і сярэдняе квадратычнае адхіленне велічыні бс 

7.30. З дзесяці транзістараў, сярод якіх два бракаваныя, 
выпадковым чынам выбіраюць два для праверкі іх параметраў. 
Знайсці матэматычнае спадзяванне і дысперсію колькасці бра- 
каваных транзістараў. 

71.31. імавернасць вырабу нестандартнай дэталі роўна 0, І. 
З партыі кантралёр выпадковым чынам бярэ дэталь і правярае 
яе якасць. Калі яна з'яўляецца нестандартнай, далейшыя вы- 
прабаванні спыняюцца, а партыя затрымліваецца. Калі дэталь 
стандартная, то кантралёр бярэ наступную і г. д. Усяго ён пра- 
вярае не больш 5 дэталей. Знайсці матэматычнае спадзяванне 
колькасці правяраемых стандартных дэталей. 

7.32. Сярод 7 радыёлямп тры няспраўныя. Наўгад бяруць 
4 радыёлямпы і правяраюць іх. Знайсці матэматычнае спадзя” 
ванне, дысперсію і сярэдняе квадратычнае адхіленне коль- 
касці радыёлямп, якія будуць працаваць. с : 

7.33. Пры рабоце ЭВМ час ад часу назіраюцца няспраўнасці 
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(збоі). Сярэдняя колькасць збояў за суткі роўна 1,5. Будзем 
лічыць колькасць збояў выпадковай велічынёй, якая размер- 
кавана па закону Пуасона. Знайсці імавернасць таго, што за 
двое сутак не будзе ніводнага збою. 

7.34. Даўжыня дэталі, якая выраблена на станку, з'яўляец- 
ца нармальнай ВВ з матэматычным спадзяваннем 45 см і сярэд- 
нім квадратычным адхіленнем 0.4 см. Знайсці імавернасць 
таго, што дзве ўзятыя наўгад дэталі маюць адхіленне ад матэ: 
матычнага спадзявання па абсалютнай велічыні не болей 
0,16 см. 

7.35. ВВ Ё, якая размеркавана па нармальнаму закону, 
з'яўляецца памылкай мерання нейкай адлегласці. Пры меран- 
ні дапускаецца сістэматычная памылка ўбок завышэння на 
1,2 м; сярэдняе квадратычнае адхіленне памылкі роўна 0.8 м. 
Знайсці імавернасць таго, што адхіленне вымернага значэння 
ад сапраўднага не перавысіць па абсалютнай велічыні 1,6 м. 

7.36. У выніку выпрабаванняў прыбор можа быць аднесены 
да класса І з імавернасцю р; ці да класа ІІ з імавернасцю р;, 
або быць забракаваным з імавернасцю рз з 1- рі - р. Выпра- 
баванне праходзяць п прыбораў. Вызначыць размеркаванне 
імавернасцей розных колькасцей прыбораў класаў І і ІІ, іх 
сярэднія значэнні. 


7.37. Размеркаванне ВВ 5 - (5;, 55) вызначаецца форму- 
ламі Р(515 0, 575 1) “Р(Б151, 570] - Р(5150, 55 -1]5 
З Р(Е;- -1, 4) з 0] - 025. Знайсці МЕ], Мё;, г (51, Ё2). Ці 
з'яўляюцца ВВ 6; і 5; незалежнымі? 


7.38. Робяць чатыры незалежных вымярэнні адной і той жа 
велічыні. Вынікі вымярэнняў наступныя: 5], 5), 53, б пры- 


чым МЕ; з а, РЕ:- 02, і ], 4. Рознасці паміж суседнімі вы- 
мярэннямі П] 25; - 51, 1753 - 62, П3554- 53. Знайсці МП, 
Рпі., із 1, 3, нарміраваную карэляцыйную матрыцу. 
7.39. Стан замкнутай сеткі сувязі, якая складаецца з п 
п 
вузлоў, апісваецца вектарам К з (Ку, К). ..., К.), а К; з К, дзе 
1 ш 
К; - колькасць паведамленняў у і-м вузле. Размеркаванне іма- 


а к; 
вернасцей станаў сеткі мае выгляд Р(К) З е а (е./и:) 1, дзе 
і 


и; - інтэнсіўнасць апрацоўкі паведамленняў у і-м вузле; е; 


п г 
задавальняе сістэме ўраўненняў е; з а еіРі» із І, п, (Р ё 


імавернасць пераходу паведамленняў пасля апрацоўкі з ў-га 
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вузла ў і-ты); б - нарміровачная канстанта, якая вызначаецца 
з умовы нарміроўкі ў 

аў Р()-і, Цю) (КК? 0, і-Гп, 2 кі-К). 
Знайсці імавернасць станаў і сярэднюю колькасць паведамлен- 
няў у вузлах сеткі пры Кз п 2, руузруз 1, 0131, (52. 

7.40. Па ўмове задачы 6.45 знайсці МЕ ;, МЕ), карэляцый- 
ную матрыцу. 

7.41. Па ўмове задачы 6.48 знайсці МЕ, М. 

7.42. Няхаіў ВВ 6 і п аднолькава размеркаваныя і незалеж- 
ныя. Вылічыць М [(Ё - п) (Ё з п)]. Ці вынікае з гэтага незалеж- 
насць (5 - п)і(5 п)? 

7.43. Паказаць, што для адвольных ВВ б іп 

р(5 з п) бп е2К.. 


7.44. На аб'ект, які ляціць, дзейнічаюць незалежна адзін ад 
другога два выпадковыя фактары 5; і 5), што размеркаваны 
нармальна адпаведна з параметрамі (а, 92), (аз, б?). Знайсці 
ра .ь. (2), М(Е, ё Б.) р(б 1 Я Е.)- 


71.45. Памылка вымярэнняў нейкай велічыні пры адным 
спосабе роўна 25, дзе Ё - нармальна размеркаваная ВВ з 
МЕ з 0, 055, пры другім - памылка з'яўляецца сумай дзвюх 
незалежных нармальна размеркаваных ВВ 5; Ф 5),прычым 
МЕ; з Мб; 0, а 5. Які спосаб вымярэнняў лепшы? 


7.46. Дадзена карэляцыйная матрыца сукупнасці ВВ 
(51,5. 53) 
1 4 -2 
К З 4 4 3 ў 
-2 3 9 


Знайсці бё, і уй аб гБ), 5,» г(б), 5.) г(Б., 54). 

7.47. Назіраемы аб'ект на круглым экране радыёлакатара 
адлюстроўваецца пунктам, які свеціцца. Будзем лічыць, што 
пункт можа займаць на экране любое становішча. Дыяметр 
экрана роўны а. Знайсці сярэдняе значэнне адлегласці ад 
пункта да цэнтра экрана. 

7.48. Аб'ект А з бясконцасці рухаецца па напрамку да 
аб'екта В. Максімальныя далёкасці выяўлення адзін аднаго 
для гэтых аб'ектаў 6; і 5, з'яўляюцца незалежнымі нармальна 
размеркаванымі ВВ, Ё; - М(а/, 07), і» 1, 2. Знайсці імавер- 
насць таго, што аб'ект А выявіць аб'ект В першым і лікавыя 
характарыстыкі велічынь 5, із 1, 2. 
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....7.49. Па нейкай цэлі робяць тры незалежныя выстралы. 
імавернасць пападання ў цэль пры адным выстрале роўна р. 
Разглядаюцца дзве ВВ: ё; - колькасць пападанняў у цэль, 
Б; - колькасць промахаў. Скласці табліцу размеркавання сіс- 
тэмы (Ё], 2). Знайсці матэматычнае спадзяванне, дысперсію, 
карэляцыйны момант. 

7.50. ВВ 5 - (5, 5) мае шчыльнасць размеркавання 


ах.іхХ», (хі х,) е П, 
0, (ху, х») «Ф р, 


дзе Р - трохвугольнік, які абмежаваны прамымі х ж у з 1, 
х 20, у ж 0. Знайсці: а) а; б) МЕ], МЕ; в) РЕ, Рб); г) г(Е1, 6»). 
7.51. Шчыльнасць размеркавання ВВ 6 з (5), Ё») роўна 


раьг(21, ха) м 


соз Хх. соб х), Хі, Х е [0, л/2] 
Ра6,(Х1Х2) т : ар ў ; 
0 пры любых другіх значеннях ху, Х;. 


Знайсці каэфіцыент карэляцыі паміж 6; і 5). 


8. ХАРАКТАРЫСТЫЧНЫЯ і ЎТВАРАЛЬНЫЯ ФУНКЦЫі 


Азначэнне. Характарыстычнай функцыяй ВВ ё (0)) называецца комплексна- 
значная функцыя 


9: (8 - Меі5 - ў ейб(е) р(доа) - ў ех аг, (а), 
о - 14 


дзе Ё - сапраўдная пераменная; Меіб - Мсоз (15) “Ў М зіп (15). Такім чынам, 
характарыстычная функцыя з'яўляецца пераўтварэннем Фур'е - Сцілцьеса над 
функцыяй Р Е (х). Калі Е. Б (х) - абсалютна неперарыўная функцыя, то Фа (Ф) 
ёсць звычайнае пераўтварэнне Фур'е шчыльнасці размеркавання Ра (х) 
оо 
Фе (0) з ўе” р. (хах. 
об 


Калі 5 - дыскрэтная ВВ, якая можа прымаць значэнні Ху, Х, ..., Ху. ... з імавер- 
насцямі адпаведна ру, р» ..., Ру, ---, то 


Характарыстычная функцыя існуе заўсёды, таму што 
оо оо ; 
19 (81 - Іў гіа, (д « ў Іейх] ав, (9-1. 
-о 90 
Уласцівасці характарыстычнай функцыі: 
У Фе 0751, Іфе (011; 
а. 


2 еь,ь(д з ейр е (аг); 

3) калі Ё], 5), -. 5, - незалежныя ВВ, то Фа «Ё)...Ё, () “ 
з Фь (д 9ь, Ф - Фь, (9; 

4) Фе (1) - раўнамерна неперарыўная функцыя, г. зн. для У 2 036 » 0, 
што 1фь (Ё:6)- Фе (2)! Ў е дляўсіх і; 

5) калі МІЕІХ « «ео, то існуе неперарыўная К-я вытворная функцыі 
Фа (бі «9 (0) і МЕБ, Адсюль вынікае, што пры МІЕІК « фе у акрузе 
пункта і з 0 справядліва раскладанне ў рад 


в: 1; Б ЦеймЫул. 9(8; 
ба 


99; (6) - 9. (С; (Ф), дзе 1. азначае комплексную спалучальнасць. 
Адсюль вынікае, што калі Р. Е (х)з1-Е Е (-х) (шчыльнасць размеркавання 


сіметрычная адносна нуля), то характарыстычная функцыя з'яўляецца сапраўд- 
най; 
7) характарыстычная функцыя мнагамернай ВВ 


п 
іЯ і Бк 
а а кз1 Ё 
Фа 15,5, (ь 1 , 4) “Ме 
п 
Ў ху 
а кзі1 . 
з ўе ара а... ха-ха 
Е 
аф': е з (1. ь, свёй г) 
Я К К К п 
192 п ўў ша МЫ ЕТ 5» т з ў 
Кі К) аба а 
ді, ді, д, 
Сз бы 


Тэарэма. Калі Р. Б (х) - ФР ВВ 6(0), ФЕ (4) - яе характарыстычная функ- 

цыя, то для любых пунктаў неперарыўнасці х і у функцыі Р. Ь (х) 
11 ііх Пу : а 
ды 2 Й -- МЕ е 1; Мыр 
Б. 0) - В; (а) ЦЯ па е "У е(97 

Адсюль вынікае, што характарыстычная функцыя ВВ ё (с)) адназначна 
вызначае яе ФР. 

Прыклад 8.1. Няхай Е - М (2,1). Знойдзем Ф; а) - 

оо 2 об 2 
р ўейх-б Э ах.. Тады маем: Ф; (Ф: ў іхеік- а дх- 
Зл -“е л -ве 

атуфёе з оо 
гане сы ў сха («ск нара сбх”. Баса ў гіх а 

дл -'е 2л “" /п-е 


2 
ЗёФь (1), адсюль атрымліваем а(п Ф, ():-; пФ: (9 -с 4-, ФЬ 0 
- се“, паколькі Фё (0)-1, то с-119; (9 - е-?П. 


Ў 65 


Калі 5. (а, 97), зо п “(Б -аўс- Ж, 1), Б з оп за, фа (0) Мей 
г іа меіюп “ .іаь-в212.; а-ца2202), 


Прыклад 8.2. Зчойдзем характарыстычную араў ВВ, якая размер- 


аран а Я 

кавана па закону Пуасона. Паколькі Ф, (4) іры ек кг е“ ю ФЕ а - 
со л з хк-1 

“4 ПК а ак ы ткай ка) 
і Х Ке КІ е іХе га? 2 


А а еі 
Ёл е Ме, (Ё, 


Ба 
адкуль ф. (д) “ сехр а ў гіх г] 2 с'ехрДА (еі! -- 1)]. Таму што Фё (0)-і, 


тос1іфь (1) “ ехр(А (ей..1)). 


Калі ВВ 5 (с) цэлалікавая, г. зн. мноства яе значэнняў -- лікі натуральнага 
раду, то характарыстычная функцыя з'яўляецца функцыяй 2 з е! і мае выгляд 


Фа (9-0; (г) - мгё «Ёрк 


Азначэнне. Функцыя Ф: (г), Іг! “ 1, называецца ўтваральнай функцыяй 
ВВ Ё. Яна мае наступныя ўласцівасці: 

1) функцыя ўф; (г) “ Ф. (1), якая разглядаецца як функцыя :, з'яўляецца 
перыядычнай з перыядам 2Л, таму дастаткова ведаць паводзіны Ф: (г) на ак- 
ружнасці 12! з 1, каб поўнасцю апісаць усе ўласцівасці Ф: (9; 

2 ў, (0) - ро, Фе (0-1; 

3) па значэннях ф. (г) вызначаюцца імавернасці ру, ру, ..., Ру, ... па фор- 


аў: Й В ЁфЕ 
муле ру“ у [ае ФЕ (2) [,-0; 


ы Ара К 
4) калі МЕ « зее, то І Я но з М інаогулпры МЕ” Се 


ак 
[9]. мве-р..а-ка; 


5) няхай Ё 5» Ё,, - цэлалікавыя, незалежныя, аднолькава размерка- 
ваныя ВВ, г -- незалежная ад іх цэлалікавая ВВ, МІБ! « «ее, МІпІ“ ее, т» 
гіу Ёз? "Ёл: Тады Ф; (а) фа Фа І. 


Прыклад 8.3. Няхай 5 мае геаметрычнае размеркаванне, ру РіЕ-К]- 
зр(1-р)Е, кз0, 1, 2,....Тады 


г ёк к аа Ь Я Ра Ее 
Фр (г) з М2 а р(і-р) ана руг] 1-(1-2)2 


8.1. Паказаць, што сапраўдная функцыя, якая не з'яўляец- 
ца цотнай, не можа быць характарыстычнай функцыяй. 
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8.2. Знайсці характарыстычную функцыю ВВ 4: а) якая 
раўнамерна размеркавана на адрэзку [а, Б]; б) якая мае па- 
казальнае размеркаванне; в) якая мае размеркаванне Кашы 
(для гэтага можна карыстацца інтэгралам Дзірыхле л» 

9. зі (іх 
АД. ас» б), 
-о х 

8.3. Няхай Ё і п - незалежныя ВВі 5 - Х (а), 07), п 
з ЖІ(а;, 03). Знайсці шчыльнасць размеркавання ВВ С - ЁТ. 

8.4. Знайсці ўтваральную функцыю колькасці поспехаў у 
п выпрабаваннях Бернулі з імавернасцю поспеху р. 

8.5. (Роўнасць Парсеваля). Даказаць, што калі р: (х) - ін- 


х оо 1 оо 
тэгріруемая функцыя, то ў рі (х) ах з гея ў ІФ, (9124. 
8.6. Знайсці размеркаванні, якім адпавядаюць наступныя 


1 
ўтваральныя функцыі: а) ц (1 2)2; б) еМае-1), ) » 0; 
1 





-а2 
а І (1- 2). 


8.7. Знайсці размеркаванні, якім адпавядаюць наступныя 

характарыстычныя функцыі: а) со5 і; б) со5? 1; в) е-ё; 
1 

9 14 

8.8. Ці з'яўляюцца характарыстычнымі функцыямі імавер- 
насных размеркаванняў наступныя функцыі: а) соз 12; б) е”!11; 
в) е-ё? 

8.9. Знайсці характарыстычную функцыю ВВ 6, калі 


в) 13 





1 
Ра (х) з У «ср, 

8.10. Няхай Ё і ] - незалежныя» аднолькава размеркава- 
ныя ВВ з характарыстычнай функцыяй ф (1). Знайсці характа- 
рыстычную функцыю ВВ 5 - Т. 

8.11. Даказаць, што наступныя функцыі не могуць быць 
характарыстычнымі: а) е”1111; б) а; соб ёі“... за, соб пі“ 
Еб. зіп і... т б. зіп пі, дзе ўсе а; і б; - сапраўдныя лікі, 
Б; ... 5.0. 

8.12. На імавернаснай прасторы (9, Т, Р), дзе 9 “ [0, 1]; 
Т - о-алгебра барэлеўскіх мностваў; Р - мера Лебега, вызна- 
чана ВВ 6 (с). Знайсці яе характарыстычную функцыю, калі 
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Зо, 06“ 122 
а рай, М. сей 
30-1, «оі; )Е(а) - Іпа, 540); 


а Бо) - 
-1, 0901 1/4, 
в) Ё(0) з 0, 1460 13/4, 
1, 34 «0 І. 

8.13. Характарыстычная функцыя сумы дзвюх роўна зда- 
бытку характарыстычных функцый складаемых. Ці можна 
сцвярджаць, што складаемыя незалежныя? 

8.14. Няхай Ф; (і), ф» (1), ... - характарыстычныя функцыі, 
а], а), ... - неадмоўныя лікі, такія што а] Фа, з ... з 1. Дака- 


заць, што функцыя г2(1) з 2 а; ф; (1) з'яўляецца характарыс- 
тычнай. і-1 

8.15. Няхай Е(х) - ФР з характарыстычнай функцыяй 
Ф (і). Даказаць, што функцыя 1ф0(1)12 з'яўляецца характарыс- 
тычнай, і знайсці адпаведную ФР. 

8.16. Даказаць, што функцыя 


ісці; 
0, ІІ, 


з'яўляецца характарыстычнай. 

8.17. Даказаць, што ўсякая цотная неперарыўная функцыя, 
пукатая пры і 2 0 і такая, шо 0“ ф(4) “1, Іт Ф()501і 
Ф(0) з 1, з'яўляецца характарыстычнай. ына 

8.18. Ці існуюць дзве розныя характарыстычныя функцыі, 
якія не адрозніваюцца на адрэзку [-а, а],а 2 0? 

8.19. Няхай ф (і) - характарыстычная функцыя. Даказаць, 
што для кожнага сапраўднага г выконваюцца няроўнасці: 
а)1- Веф (21) 4(1- Ве ф(і)); б) 1- 10 (2912 4(1- 10(0)12); 
в)1- ВЕер(2)  2(1- (Веф(а))2); г) 1- Іф(28) І ж 2(1- 
1902; 31-10 (291 «4 (1-10(81). 

8.20. Прывесці прыклад дзвюх розных характарыстычных 
функцый ф: (1) і ф; (1), для якіх выконваецца роўнасць 


Ф() 


9. ЗБЕЖНАСЦЬ ВЫПАДКОВЫХ ПАСЛЯДОЎНАСЦЕЙ 


Азначэнне. Паслядоўнасць выпадковых велічынь (5), (0), к“ 0, 1, 2, ...) 
збягаецца да выпадковай велічыні Ё(0) па імавернасці (абазначаецца 


Б) (6) к Е (о)), калі 


Ме20 уша Р(ос15 к(а) - 5 (9) е] -0. 


існуе яшчэ нехалькі тыпаў збежнасці выпадковых паслядоўнасцей: 
-- збежнасць амаль напэўна (а. н.) 
Бк(9) ан. 5 (0), калі Р(о: дна Ек (о) зБ (0)] 31. 
Гэтыя суадносіны зквивалентны суадносінам 
0. 0 (о:! - Іа) Об; 
й, Д Б, (0)-5 (60)1» е] 


-. збежнасць у сярэднім парадку г (с. п. г) 
Баба) гт” ё(а), калі т, МЕ, (а) - (а)! - 1, 


Калі г з 1, то маем збежнасць у сярэднім; калі г з 2 - то збежнасць у сярэднім 
квадратычным (с. кв.) (Ііті! іп іе теап), якая абазначаецца І. і. т. Б, (0) 
25(0); а 


-- збежнасць па размеркаванню 
р 
Бк(о) 7. 5(9), калі п, Р» (а) - Р; (а), Ухе С(Е,). 
Прыклад 9.І. Няхай на імавернаснай прасторы (9, Я, Р), дзе Ф з [0, 1], 
Ё - б-алгебра барэлеўскіх мностваў на 9; Р - мера Лебега, зададзена ВВ 


кб, ў е(0, к), 
0, в Ф (0, 1/К]. 


Паколькі МІБ, (019 2 1, то паслядоўнасць (5, ((9), К з 1, 2, ...) не збягаецца 
да нуля ў сярэднім парадку а. 


5, (6) “ 


існуюць крытэрыі тыпу Кашы для збежнасці выпадковых паслядоўнасцей, 
напрыклад, для таго каб 5. (ю) 7." 5 (о), неабходна і дастаткова, каб яна 
кэо 
была фундаментальнай у сярэднім парадку г, г. зн. 
г 0. 
МБ (а)-5 (917; ае 


Тэарэма (дастатковы прызнак збежнасці амаль напэўна). Калі “е 2 0 з 

імавернасцю, роўнай адзінцы, адбываецца толькі канечная колькасць падзей 
а.н. 
Аў(е) з (9:15; (0) - (а)! е], к -1,2,... то Бк(о), 7. Е (9). 

Пры даследаванні збежнасці выпадковых паслядоўнасцей часта выка- 
рыстоўваюць лему Барэля - Кантэлі (закон нуля і адзінкі). Няхай (А, п” 
21, 2,...] - паслядоўнасць выпадковых падзей, што зададзены на імавернаснай 
прасторы (9, Р, Р), А-- падзея, якая заключаецца ў тым, што адбудзецца безліч 


падзей А, г.зн. А з й бА . Тады:а)калі Ў Р(А ) С е, то Р(А)0; 
" паі кап К паі “П 


б) калі Ё Ра.) - зе 1 А, незалежныя ў сукупнасці, то Р(А)-1. 
й : 
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Тэарэма (аб сувязі паміж збежнасцю ў сярэднім квадратычным і амаль 


«КВ. 
напэўна). Калі Ё, (о) АЭ Ё (с) дастаткова хутка (у тым сэнсе, што 


пім8 


2 ае г.н. 
ё (МО 0)- (а) 14 4ее), то Б (о) (За Е(9). 

Тэарэма (крытэрый збежнасці ў сярэднім квадратычным). Для таго каб 
паслядоўнасць (5), (о), к з 1, 2, ...] збягалася ў сярэднім квадратычным да 
некаторага ліміту, неабходна і дастаткова, каб пры К, п з” “е існаваў 


й Бл), М (БЕ, (б) 5, (6)] - А. Відавочна, што Р Г, (е 115, (9) - 


«ау» не ЗЦЗЯ (о) - Е(6)!1 2» е], таму са збежнасці амаль напэўна 


вынікае збежнасць па імавернасці. 
З улікам няроўнасцей Чэбышова і Ляпунова Р(б): ЦЯ (о) - Е(6)! Э е] е 


1 И: 


«З міуа)-Ыа)« Ж (Мі, (а) - (а)? 


1 ё б а 
- Е(0)19) І для Уе2 0, 42 гэ 1. Таму са збе"насці ў сярэднім парадку д 
вынікае збежнасць у сярэднім Йарадку гб 4, у прыватнасці, збежнасць у сярэд- 
нім; са збежнасці ў сярэднім вынікае збежнасць па імавернасці. 
Суадносіны паміж рознымі тыпамі збежнасці можна адлюстраваць наступ- 
най схемай: 


с мые 





9.1. Даказаць, што Ё, (9) сЗ 


“0, дзе (5, (ю)] - паслядоў- 


зво 


насць ВВ, якая разгледжана ў прыкладзе 9.1. 
9.2. Няхай на імавернаснай прасторы (9, 7, Р), дзе 9» 
2 [0, 1]; Р - д-алгебра барэлеўскіх мностваў на 9; Р - мера Ле- 
бега, зададзена ВВ 
9 (0) а 1, (і- Мксе ь К, 
і 0, Ох о (і- 1)/К, к сохі. 


Паказаць, што паслядоўнасць (502 (9), а (9), 6 (а), 


т 


З (6), ...] збягаецца па імавернасці, але не збягаецца амаль 
напэўна. 


9.3. Дадзена выпадковая паслядоўнасць (51 (о), К з 
2 1, 2, ...], дзе 5, (0) з -5 (0); 5(ю) - выпадковая велічыня, 
якая прымае значэнні 0 і І з імавернасцямі 0,5. Ці збягаецца 
гэтая паслядоўнасць да ё (з) у сярэднім квадратычным? 

9.4. Няхай Б), (о) з - 5 (0), Кз 1, 2, ..., прычым Р(б: Е(0)» 
20] -Р(0:Ё(0) з 2] - 0,5. Ці мае месца збежнасць паслядоў- 
насці 5; (0), 5, (0)... да ВВ 5 (0) у сярэднім парадку г? 

9.5. Знайсці лімітнае размеркаванне ВВ п (0) з іе (пб (о)) 
пры п З “е, калі вядома шчыльнасць размеркавання р, (х): 

9.6. Даказаць, што калі функцыя / з'яўляецца неперарыў- 


5. да). 


К-с 


Р 
най у пункце аі 5, (е), з. а, то Г(Ё, (9) 
9.7. Няхай Е, (х) Маа Е(х). Паказаць, што Р(б: 
я - бо 
; Р 
15, (90), (9) х] ы Е(х/с), калі п, (0) а сс? 0. 


9.8. Няхай 5; (0), 5; (0), ... - паслядоўнасць ВВ з функ- 
цыямі размеркавання Б, (х), Е., (х), ... . Даказаць, што 


Б. (о) З Отадыітолькітады, калі 
пэ 





іш х? 0 
“а 14х авы? адва 
Е 


9.9. Няхай 5, (о) аа [9 - барэлеўская функцыя, 


якая мае вытворную ў пункце х з а. Даказаць, што /(ё, (0)) 
Р 
“Даў Г (а) (Ба (е) - а) е (Ба (9) - а) па (9), дзе па (о) 2.0. 

9.10. Няхай 5; (о) га Е(о), 5, (о) “а т (6). Даказаць, 
што Р(Е (а) п(0)]3 І. 

9.11. Няхай д 2 г 2 0. Прывесці прыклад паслядоўнасці 
ВВ, якая збягаецца ў сярэднім парадку г, але не збягаецца ў 
сярэднім парадку д. 

9.12. Прывесці прыклад паслядоўнасці ВВ, якая збягаецца 
па размеркаванню, але не збягаецца па імавернасці. 

9.13. Няхай О 2 [0, 1], Т - б-алгебра барэлеўскіх мностваў 
на 90, Р- мера Лебега. Вызначыць, якія віды збежнасці маюць 
месца для наступнай паслядоўнасці ВВ: 

3 4 
Ь іакааа ае» 
1, ве(І/п', 1]. 


0і ЬЬ, 3.0, 


дзе а, 4), ... 16], Б., -. - дзве паслядоўнасці сапраўдных лі- 


9.14. Даказаць, што калі 57 - бп 7, 


каў, то а, - б. а 0. 


д Р Р 
9.15. Няхай Бл 7.5 1 Па2..". Даказаць, што: а) аё, з 


Р Р 
69; (ба аб - БП, дзе а, Б - канстанты; б) І5,! а? ІЕ1; 


- 


В 
в) бпПа 2.5". 
9.16. Няхай (5, - 5)? 7 , 0. Даказаць, што а Ёй 


9.17. Няхай 5], 5», ... - паслядоўнасць ВВ. Даказаць, што: 
: Р 1 Р ц - а.н. 
а) калі бата аз 0, то ся раў» б) калі Ба 29 то 
іса 
Аарон 
п пзэе 


9.18. Прывесці прыклад, які паказвае, што са збежнасці ў 
сярэднім любога парадку не вынікае збежнасць амаль на- 
пэўная. 

9.19. Няхай ёЁ], 5), .. - паслядоўнасць неадмоўных ВВ, 


такіх, што 5. а Бу АМЕЎ, аа МЁ « “ее. Даказаць, што 
МЕ Іей 

9.20. Няхай 5, ы Ё у сярэднім парадку г ? 0. Даказаць, 
што МІБ! З МІБ. 

9.21. Няхай 5], 6», .. - паслядоўнасць ВВ, для якой 
іма! « фее, г2 0. Даказаць, што гая 0. 


9.22. Няхай 5], ё., .-. і' Пі, 1» .. - дзве паслядоўнасці 


оо 
ВВ, для якіх пры кожным е 2 0 выконваецца ўмова 2 Р(Е, - 
пзі1 
- 112 6)“ ее. Даказаць, што калі ар а; 491, ы а, 
по пэос 
9.23. Няхай г - прастора класаў ВВ, якія супадаюць з іма- 
вернасцю, роўнай адзінцы. Для кожных двух класаў Н, Се Ф 
: тн 
апусцім а Мэё 
дапусцім а (Н, 6) з МЕС” 
і С адпаведна. Даказаць, што а - метрыка на 7 і збежнасць па 
імавернасці эквівалентна збежнасці ў метрыцы а. 


дзе 5, г - ВВ з класаў Н 
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10. закон вялікіх ЛіКАЎ і ЦЭНТРАЛЬНАЯ 
лімітНАЯ ТЭАРЭМА 


уя лаўсх Р 
Азначэнне. Калі пЁ “к (о) - аў) а; 0, дзе аў з МЕ), (6), то гаво. 
раць, што для паслядоўнасці ВВ (Ек (о), КЗ 1, 2,...] выконваецца закон вялі- 
кіх лікаў. 
Карыстаючыся азначэннем збежнасці па імавернасці, атрымліваем, што ў 
гэтым выпадку Уе 2 0 


Ша Р]. 5 [з е(-о 
р, п Ер ке) ак е (50, 


Тэарэма. Каб для паслядоўнасці ВВ 5] (0), Б, (00), ... (яны могуць быць і 
залежнымі) выконваўся закон вялікіх лікаў, неабходна і дастаткова, каб 


Б 


пзо 





Еб) -ад” 
ай каў: 2 
пры (В бу (а)-аў) 


З гэтай тэарэмы вынікаюць: 


1 п 
-- тэарэма Маркава: калі -ў” Р 2 Б (о) ) 0, то мае месца закон 
ва п кі ке 
вялікіх лікаў; 
-. тэарэма Чэбышова: калі паслядоўнасць папарна незалежных ВВ 5; (0), 
Б. (0), .. такая, што РЕ, (б) с, КЗ 1, 2, ..., то мае месца закон вялікіх лікаў; 
-- тэарэма Хінчына: калі незалежныя ВВ 6. (0э), 5) (о), ... аднолькава раз 


меркаваны і маюць канечнае матэматычнае спадзяванне, то выконваецца закон 
вялікіх лікаў, г. зн. 


1 п 
т »ў Б (е) -а] сеў, аг МЫ, (9). 
пзэео кзі1 


Сэнс закона вялікіх лікаў заключаецца ў тым, што сярэдняе арыфметыч- 
нае выпадковых велічынь 6. (6), 5; (9), ..., 5, (0) пры дастаткова вялікім п 


не ; 6 А Я 
з вялікай імавернасцю амаль не адрозніваецца ад 77 ё. Му, (о) ці ад а ў 
Кз 
асобным выпадку. 


Прыклад 10.1. Няхай 6] (0), 5; (о), ... - паслядоўнасць незалежных ВВ 
Р(о:5,(0)3227)- 2-(2п41), р(ў: Б, (0) 90) -1- 2721. З тэарэмы Чэбы- 
шова і таго, што МЕ, (0) 0, Рб, (о) з 1/2, вынікае: гэта паслядоўнасць за- 
 давальняе закону вялікіх лікаў. 

Тэарзыа. Няхай 5; (0), 5; (6), ... - паслядоўнасць незалежных ВВ і 
ю б 


А і Ю? С 499, Тады для яе выконваецца ўзмоцнены закон вялікіх лікаў у 


форме Калмагорава 
1 п а.н. 
пак (а-а) З. 
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Пры рашэнні задач, якія звязаны з законам вялікіх лікаў, для ацэнкі матэ- 
матычнага спадзявання і дысперсіі часта ўжываюцца няроўнасці Чэбышова. 

Умовы цэнтральнай лімітнай тэарэмы: калі паслядоўнасць узаемна неза- 
лежных ВВ 5. (0), 5, (0), ... пры любых т 2? 0 задавальняе ўмове Ліндэберга 


ў -ад)?ав,, (х)“1, 
ада рабін з. 


п 
а с” Я 
пэ Ва кі Іх-ак 


п 
дзе Е., («)- ФРВВ ё, (а); ас “МЕ, (а); Вір (зь а), прып зе 


раўнамерна адносна х 





ў ес Зад, 


1 п 
“7 Е (Б (0)-а ўча з 
В. к-1 З ё 7 28:49 
Адсюль вынікае наступная тэарэма. 
Тэарэма Ляпунова. Калі для паслядоўнасці ўзаемна незалежных ВВ 
Б. (0), Ё»(0), ... можна падабраць такое 6 2 0, што 


М 
- со 


1 п 
агузў раў МЕ. 0):-:6.12892-7 8 
йЗ, аа) -а Ў, 


то будзе справядлівай цэнтральная лімітная тэарэма. Апошняя выконваецца 
таму, што 


1 п г 
ра; ў га)? Ё: 
в? кз1 Іх-а Іэ тв. ам «На? 

1 п 


х 
1 В2“Ф к іх-а, Гыаёі 








[ж-а[278 ав, 6дх 


1 


а-а аз] 228 “а 
1328 25 ў Іх а] ёРь, (х) 
“аа міцца) а 
19 в2“ё кі К К пс ой 


г. зн. з умовы Ляпунова зынікае ўмова Ліндэберга. 
4 Калі ўсе 5, (Ф) незалежныя і аднолькава размеркаваны, П ё, (ю)з 
06 ке, КЗ, 2,..., то ўмова Ліндэберга таксама выконваецца і 


п 

Я е. 
С уЁіЗк(9) па 1 : ў 
райана ар а аа хата ў Б 
оп Пе Д -е 


Сэнс дадзеных тэарэм заключаецца ў наступным: калі нейкі працэс адбы- 
ваецца пад уплывам вялікай колькасці незалежна дзеючых выпадковых факта- 
раў, кожны з якіх толькі вельмі мала змяняе хол працэсу, то размеркаванне 
сумарнага дзеяння гэтых выпадковых фактараў можна вельмі блізка апраксі- 
міраваць нармальным законам. 


м 


Ь 
Прыклад 10.2. Для вылічэння інтэграла Із ў / (х) ёх часта ўжываюць ме- 


а 
тад статыстычных выпрабаванняў (Монтэ-Карла), пры якім 191. 


аў п 
Ёа Я г (Е, (0)), дзе 5, (0) - незалежныя, раўнамерна размеркаваныя на 


адрэзку [а, Б] са Колькі трэба зрабіць статыстычных выпрабаванняў пры вылі- 
л/2 
чэнні інтэграла ў соз х ёх, каб з імавернасцю 0,9 можна было лічыць адносную 


пагрэшнасць у вылічаным значэнні інтэграла менш за 59? 
1 2 л/2 
Рашэнне. Інтэграл з” аг Ў соз хах можна разглядаць як матэматыч- 


0 
нае спадзяванне функцыі со5 5 (()), дзе 5 (и) - раўнамерна размеркаваная на 


інтэрвале [0, л/2] ВВ. Тады прыблізнае значэнне інтэграла І. з я ы соз 5. (0), 

дзе Б, (0) - ВВ з інтэрвала [0, л /2]. Таму што соз 6, (0) - аразакаца адноль- 

кава размеркаваныя ВВ, якія маюць канечную, не нуля дысперсію, то 

л?-8. 

а! 

Р(1,- ДУБ, се] - г ваГа2-81,-4 се) е Фе)- 91-92) 
г29Ф1(8)-1 09, 





л 
Вас Ф созЕ (0) з 


1 х 
дзе Фі (х) з гра ў га! 2 4:. Адсюль з дапамогай табліцы для функцыі 
Л -о 

Ф (х) (гл. дадатак) знаходзім е - 1,645. Каб адносная пагрэшнасць [1 а, 1 /І 
была менш за 0,05 з улікам І з 1, неабходна зрабіць столькі вопытаў, каб 
Ва) / (л? -- 8) 0,05 » 1,645. Адсюль п» 252. 


10.1. Дадзена паслядоўнасць незалежных ВВ, прычым для 


Уп20 2 п з імавернасцю І/л, 


Б (0) з ] 0 зімавернасцю І - (2/п), 
Мп з імавернасцю І/п. 
Ці выконваецца для яе закон вялікіх лікаў? 

10.2. Дадзена паслядоўнасць незалежных ВВ 5; (0), 
2, (9), ..., пры гэтым МЕ, (0) з 0, Рб, (о) з пе, а“ 1. Ці вы- 
конваецца для яе закон вялікіх лікаў? 

10.3. Незалежныя ВВ 5; (0), Б; (0), ... маюць нармальнае 
размеркаванне і МЕ, (0) 0, Рбк (о) з ск“, с» 0, а 2 0. Пры 
якіх а паслядоўнасць гэтых велічынь задавальняе закону вя- 
лікіх лікаў? 

10.4. ВВ 5, (и) прымае значэнні -л, г(п з 1),..., І, О, 


1, ... (п- 1), п, пры гэтым Р(5, (0) 50) з 1- 4. (' Ы -, а 
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1 


к Ў Р(/5,(9)] 2Е)З Кз 1, 2, ..., п. Ці задаваль- 


Ды 

2к3 ” 
няе паслядоўнасць 5; (0), 5» (0), ..., Бп (0), ... закону вялікіх 
лікаў? 

10.5. ВВ Б, (и) прымае значэнні -п, 0, п, пры гэтым 
Р (6, (о) з п) І/пЗ, п'з 1, 2, .... Ці задавальняе паслядоў- 
насць 5] (0), (0), ... закону вялікіх лікаў? 

10.6. Дадзена паслядоўнасць незалежных ВВ 5; (о), 
Б, (0), ..., пры гэтым Е, (9) г 5 - Ж агсір Ф. Ці можна 
прымяніць да гэтай паслядоўнасці тэарэму Хінчына? 

10.7. ВВ 5; (о), 5 (с), ... маюць аднолькавыя матэматыч- 
ныя спадзяванні, абмежаваныя дысперсіі і адмоўныя карэля- 
цыйныя моманты Кіў з М [(6; (9) - МЕ; (е) (5; (0) - МБ; ())]; 
Ці можна прымяніць да гэтай паслядоўнасці закон вялікіх 
лікаў? 

10.8. Дадзена паслядоўнасць ВВ 5; (0), Ёх (0), ... для якіх 
рЕ, (0) жс, г (5; (о), 5; (0)) З 0 пры [і - [/ з ее. Даказаць, 
што гэтая паслядоўнасць задавальняе закону вялікіх лікаў 
(тэарэма С. Н. Бернштэйна). 

10.9. Паслядоўнасць незалежных ВВ Ё; (0), 52 (б) 
... 5. (0), .... зададзена законам размеркавання 


Б. (о) а за 
п пі 
Р Бы дай ара 
пі 2п-і 


Ці задавальняе яна закону вялікіх лікаў? 


10.10. У ЭВМ атрымліваюцца выпадковыя двайковыя лікі 
так, што лічбы 0 і 1 на кожнай пазіцыі з'яўляюцца з аднолька” 
вай імавернасцю і незалежна ад другіх пазіцый. Паслядоўнасць 
лічбаў разбіваецца на групы, якія складаюцца з аднолькавых 
лічбаў, напрыклад 001101001110..., затым падлічваецца коль 
касць лічбаў у кожнай групе і дзеліцца на колькасць груп. Як 
будзе паводзіць сябе гэтая сярэдняя велічыня пры неабмежа- 
ваным павелічэнні колькасці груп п? 

10.11. (Правіла »трох сігмаў”). З дапамогай няроўнасці 
Чэбышова ацаніць імавернасць таго, што любая ВВ Ё (0) адхі- 
ліцца ад свайго матэматычнага спадзявання менш чым на тры 
сярэдніх квадратычных адхіленні гэтай велічыні 39. 

10.12. Сярэдняе значэнне хуткасці ветру каля зямлі ў 
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дадзеным пункце раўняецца 10 км/гадз. Ацаніць імавернасць 
таго, што ў гэтым пункце хуткасць ветру пры адным назіранні 
будзе не больш 80 км/гадз. 

10.13. Прыбор складаецца з 10 незалежна працуючых эле- 
ментаў. імавернасць адказу кожнага з іх за час і роўна 0.05. 
З дапамогай няроўнасці Чэбышова ацаніць імавернасць таго, 
што абсалютная велічыня рознасці паміж колькасцю адка- 
заўшых элементаў і сярэдняй колькасцю адказаў за час і 
будзе менш за 2. 

10.14. Сярэдняя колькасць адказаў міні-ЭВМ пасля году 
эксплуатацыі роўна 10. Ацаніць імавернасць таго, што пасля 
заканчэння году колькасць адказаў у лабараторыі, дзе зна- 
ходзяцца 10 міні-ЭВМ, будзе менш за 100. 

10.15. імавернасць нейкай падзеі ў кожным са 100 незалеж- 
ных вопытаў роўна 0,3. З дапамогай няроўнасці Чэбышова аца- 
ніць імавернасць таго, што падзея паўтарыцца ад 20 да 
40 разоў. 

10.16. Сярэдняя хуткасць ветру на дадзенай вышыні роўна 
20 км/гадз., а сярэдняе квадратычнае адхіленне хуткасці 
5 км/гадз. Якую хуткасць ветру можна чакаць на гэтай вышы- 
ні з імавернасцю, не меншай чым 0,9? 

10.17. Сярэдняе расходаванне электраэнергіі ў маі насель- 
ніцтвам аднаго з мікрараёнаў горада роўна 36-10“ кВт-ч. Аца- 
ніць імавернасць таго, што расход электраэнергіі ў маі бягу- 
чага года будзе больш за 109 кВт: ч. 

10.18. Сярэдняе квадратычнае адхіленне памылкі вымя- 
рэння курсу самалёта б з 3”. Сярэдняе значэнне памылкі вы- 
мярэння роўна нулю. Ацаніць імавернасць таго, што памылка 
пры дадзеным вымярэнні курсу будзе больш за 4”. 

10.19. Сярэдняе квадратычнае адхіленне памялкі вымя- 
рэння азімута роўна 30”, а матэматычнае спадзяванне - нулю. 
Ацаніць імавернасць таго, што памылка сярэдняга арыфметыч- 
нага трох незалежных вымярэнняў будзе не больш за І”. 

10.20. Трэба правесці 10 замераў ху, х», ..., хіу невядомай 
велічыні а. Будзем лічыць іх незалежнымі і х; “ М (а; 0, 001). 


Падабраць Л так, каб Р е: ы хі-а 2 0,99. 
із1 
10.21. Праводзяць п незалежных замераў нейкай невядо- 
май велічыні а. Памылкі замераў 6], 6; ..., 6, - выпадковыя 


велічыні, Мб, з 0, Рб, з 02, К - І, п. За значэнне велічыні а 

прымем сярэдняе арыфметычнае вынікаў замераў, тады па- 
п 

мылка для а будзе роўна П; Ь а 6;. Ацаніць колькасць 

аг 


п 


замераў п, пры якім памылка т, будзе не болей Д з дастат- 


кова вялікай імавернасцю Р. Ці можа Л быць менш за УРг., 
калі Р 0,99, Д: 0,1, 6:0,27 
; г 1.4 

10.22. Ці можна прыняць велічыню а 5 паа к(д)- а)? 
у якасці прыблізнага значэння дысперсіі памылак прыбора, 
калі 5; (0), 2 (о), ..., 5, (9) - незалежныя замеры пастаяннай 
велічыні а, якія маюць аднолькавыя ФР? і 

10.23. Няхай (5, (9), п'з 1, 2, ...] - паслядоўнасць узаемна 
незалежных ВВ, якія прымаюць толькі па чатыры значэнні: 


51 з імавернасцямі га (1 с м 4-2" з імавернасцямі 1/2":1. 


Даказаць, што для гэтай паслядоўнасці выконваюцца закон 
вялікіх лікаў і ўзмоцнены закон вялікіх лікаў. 

10.24. Няхай 5, 5», ... - паслядоўнасць ВВ з раўнамерна 
абмежаванымі дысперсіямі. Вядома, што 5, залежыць толькі 
ад ё,..;і5;., але не залежыць ад астатніх Ё.;. Даказаць, што 
для гэтай паслядоўнасці выконваецца закон вялікіх лікаў. 

10.25. Няхай Ё:, 5, -.. - паслядоўнасць ВВ з абмежаванымі 
дысперсіямі і карэляцыйныя моманты велічынь 5; і 6 і не боль- 
шыя, чым г (Іў - і1), дзе г (К) 2 0. Даказаць, што калі [е (0). 
зь... а(п- )ЦрЕ“ ... р] о (п?), п - “е, то гэтая пасля- 
доўнасць задавальняе закону вялікіх лікаў. 

10.26. Паказаць, што якой бы ні была паслядоўнасць не- 


со 02 а 
адмоўных лікаў (02 ].такая, што х, -т 2 со, існуе паслядоў- 
п: 


насць незалежных ВВ (5,],такая, што МЕ, “ О, Релее 85; П“ 
1 п 
а 12:12; паі зь] не збягаецца да нуля амаль усюды. 


10.27. Паслядоўнасць незалежных ВВ 5], 5;, ... называецца 
эквівалентнай паслядоўнасці незалежных ВВ Пу, 12; -» калі 


с Р (5 п.) « “е. Даказаць, што калі пры кожным п ВВ 5; 
па 


і п, маюць аднолькавыя матэматычныя спадзяванні і закон 
вялікіх лікаў выконваецца для адной з паслядоўнасцей, то ён 
выконвацца і для другой. 

10.28. Няхай 5, 5, ... - паслядоўнасць ВВ, для якой вы- 


конваецца закон вялікіх лікаў. Ці будзе выконвацца гэты за- 
кон для паслядоўнасці 151, 1521, ...? 


л8 


10.29. Няхай / (х) - дыферэнцыруемая на адрэзку [а, б] 
функцыя. Якое лімітнае размеркаванне мае велічыня 


па, - 9? 
10.30. Няхай І - 


Р (100 Іо 112 0,07). 
10.31. Колькі трэба зрабіць статыстычных выпрабаванняў 


ех дх. Знайсці імавернасць 


ве. 


для вылічэння інтэграла І з ў / (х) ах, каб РІ, “ 0,05, калі: 
0 


а) гд зе”; б) (д) з віп х/х? 

10.32. Няхай 5, (о), 5; (1), ... - паслядоўнасць незалеж- 
ных, аднолькава размеркаваных ВВ, Рб; (в) Фе, КІ, 2,... 
.» Па(о) з 5(9) е Е.,(0) з .. з Бл(ю). Даказаць, што 
па Р(а« п, (9)5] 50. 
по 


10.33. З улікам умовы задачы 10.32 знайсці Рб (о), калі 
вядома, што 1іт Р(9; (а)/ п 2 1] 143. 
пэ 


10.34. Ці будзе выконвацца цэнтральная лімітная тэарэма 
для паслядоўнасці незалежных ВВ з размеркаваннямі, якія 
зададзены наступным чынам: а) Р (5; Е2“) - 1/2; б)Р(Бк” 
гак-к-12/2; Р(Бкз0]51- к-127 

10.35. Няхай 5; (о), 52 (9), -. - паслядоўнасць незалеж- 
ных нармальна размеркаваных ВВ, МЕ) (9) з 0, Кз 1, 2.» 
ре, (о) “ 1, РЕ, (9) 2к-2, к» 2. Паказаць, што ў гэтым вы- 
падку ўмова Ліндэберга не выконваецца, але цэнтральная лі- 
мітная тэарэма мае месца. 

10.36. Няхай 5; (0), 52 (о), ... - незалежныя дыскрэтныя 


ВВ, Р(Б (о) з ЗК] З 05, К » 1, 2... Паказаць, што 
заў ка),х 8) - хе.) 


10:37. а а 
. Даказаць, што Ма есы 2; 

10.38. Дысперсія кожнай з 5000 незалежных аднолькава 
размеркаваных ВВ роўна 50. Знайсці імавернасць таго, што 
сярэдняе арыфметычнае гэтых ВВ адхіліцца ад свайго матэма” 
тычнага спадзявання не больш, чым на 0,12. 

10.39. ВВ г (сю) з'яўляецца сярэднім арыфметычным ад. 
нолькава размеркаваных памылак незалежных замераў ней- 
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кай велічыні, дысперсія кожнай з іх роўна 5. Колькі трэба зра- 
біць замераў, каб ВВ т (с) з імавернасцю, не меншай Й0,99, мела 
адхіленне ад свайго сярэдняга значэння не большае за 0,017 

10.40. ВВ п (о) з'яўляецца сярэднім арыфметычным ад- 
нолькава размеркаваных памылак незалежных замераў ней- 
кай велічыні з матэматычным спадзяваннем, роўным 3, і дыс- 
персіяй 2. Зроблена 3000 незалежных замераў. Знайсці імавер- 
насць таго, што т (Ф) прыме значэнне на прамежку (2, 3). 

10.41. ВВ т (0) з'яўляецца сярэднім арыфметычным ад- 
нолькава размеркаваных памылак незалежных замераў ней- 
кай велічыні з сярэднім квадратычным адхіленнем кожнай з 
памылак, роўным 2. Зроблена 1000 незалежных замераў. Якое 
максімальнае адхіленне велічыні п (б) ад яе сярэдняга значэн- 
ня можна чакаць з імавернасцю, не меншай за Й,95? 

10.42. Пры замерах нейкай велічыні з дапамогай прыбора, 
які не мае сістэматычнай памылкі, але мае выпадковыя па- 
мылкі з дысперсіяй 0? з 0,22, зроблена 100 незалежных заме- 
раў. Знайсці імавернасць таго, што сярэдняе арыфметычнае 
вынікаў адхіліцца ад сапраўднай велічыні не больш, чым 
на 0.05. 

10.43. Пры вырабе дэталей для аўтамагнітол рабочы выкон- 
вае з кожнай дэталлю аднатыпныя аперацыі. Гэта займае пра- 
межак часу, размеркаваны па паказальнаму закону. Знайсці 
імавернасць таго, што на выкананне 100 аперацый рабочы па- 
траціць ад б да 7 гадзін, калі ў аса адна аперацыя займае 
З мін. 

10.44. У тэхналагічным працэсе ў сярэднім 75 9) вырабаў 
задавальняюць патрабаванням першага гатунку. Ацаніць іма- 
вернасць таго, што сярод 1000 вырабаў будзе ад 700 да 800 пер- 
шага гатунку. 

10.45. Стралок трапляе пры выстрале ў дзесятку з імавер- 
насцю 0,5, дзевятку - 0,3, васьмёрку - 0,2, у сямёрку - 0.І. 
Зроблена 100 выстралаў. Якая імавернасць таго, што будзе 
выбіта не менш чым 980 ачкоў? 

10.46. Напружанне на ўваходзе прыёмнага ўстройства 
з'яўляецца ВВ, што можна разглядаць у якасці сумы дастатко- 
ва вялікай колькасці сінусоідных велічынь, амплітуды якіх 
размеркаваны па нармальнаму закону з параметрамі (0, Ф), 
а фазы раўнамерна размеркаваны на прамежку [-л, л]. Ці 
можна лічыць размеркаванне гэтага напружання прыблізна 
нармальным? 

10.47. Адбываецца выбарачнае абследаванне партыі элект. 
ралямп для вызначэння сярэдняй працягласці іх гарэння. Якім 
павінен быць аб'ём выбаркі, каб з імавернасцю, не меншай за 
0,99, сцвярджаць, што сярэдняя працягласць гарэння лямпы 
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ва ўсёй партыі адхіліцца ад сярэдняй, якая атрымана па выбар- 
цы, не болей чым на 100 гадзін, калі сярэдняе квадратычнае 
адхіленне працягласці гарэння лямпы роўна 200 гадзін? 

10.48. З улікам умовы задачы 10.47 знайсці найменшую 
колькасць лямп, якую трэба ўзяць для абсталявання, каб з 
імавернасцю 0,99 сцвярджаць, што сярэдняя працягласць га- 
рэння лямпы ва ўсёй партыі адхіліцца ад атрыманай па выбар- 
цы не больш за 50 гадзін. 

10.49. Ва універсітэт паступіла 10 аднолькавых скрынак з 
прыборамі. Сярэдняя колькасць прыбораў у кожнай скрынцы, 
якія сталі непрыгоднымі за час транспарціроўкі, роўна 3, а 
сярэдняе квадратычнае адхіленне - 2. Вызначыць інтэрвал, у 
які з імавернасцю не меншай за 0,9 трапіць агульная колькасць 
прыбораў, што прыйшлі ў непрыгоднасць за час транспар- 
ціроўкі. 

10.50. У коле, абмежаваным канцэнтрычнымі акружнас- 
цямі, радыусы якіх ЁЕ зі і К' 2 1, знаходзяцца п выпрамень- 
вальнікаў аднолькавай магутнасці М. Кожны 3 іх можна раз- 
глядаць як выпадковы пункт, раўнамерна размеркаваны ў 
гэтым коле незалежна ад астатніх. Магутнасць сігнала, якая 
наводзіцца кожным выпраменьвальнікам у прыёмніку ў цэнт- 
ры кола, роўна М; з а/ рй, дзе 0; - адлегласць выпраменьваль- 
ніка ад цэнтра. Якую ФР мае магутнасць сігнала, што наводзіц- 
ца сумарным уздзеяннем усіх п выпраменьвальнікаў, калі яны 
працуюць на адной частаце і іх колькасць дастаткова вялікая? 


ДАДАТАК 


х 
Значэнні функцыі Ф (х) “ ыў «7, Ф (-х)З-Ф (х). 


Ге Г.» [Гее Іа І ее 


0,00 0, 0000 1,05 0, 3531 20 0.4821 
0,05 0,0199 110 0, 3643 215 0,4842 
0,10 0, 0398 115 0, 3749 2,0 0.4861 
0,15 0, 0596 120 0, 3849 2,25 0,4878 
0,20 0, 0793 125 0, 3944 2,30 0,4893 
0,25 0, 0987 1:30 0.4032 2.35 .0,4906 
0,30 0,1179 135 0,4115 240 0:4918 
0,35 0,1368 140 0.4192 245 0,4929 
0,40 0,1554 145 0,4265 2,50 0,4938 
045 0,1736 150 0,4332 2,55 0,4946 
0,50 0,1915 155 0,4394 2605.  0,4953 
0,55 0,2088 1,60 0,4452 2,65 0,4960 
0,60 0,2257 165 0,4505 210 0,4965 
065 0,2422 170 0,4554 215 0,4970 
070 0,2580 175 0,4599 2,80 0494 
075 0,2734 1180 0.4641 2.85 0,4978 
080 0, 2881 185 0,4678 290 0.4981 
0,85 0,3023 190 0,4113 2,95 0,4984; 
0,90 0,3159 195 0444 3,0 0.4987 
0,95 0,3289 2,0 0.4тт2 4.0 0,4999 
100 0.3413 2,05 0,4798 50 0,5000 


ааааааааааааааанамаааманамамааааааамааанццаа а нааававннананнананнананннннй 


АДКАЗЫ 


1. Класічнае азначэнне імавернасці 


ы, Ча 1.6. 31212!. 17. 10-9-8-7.6-5. 19.28) 1; 
К-1 Ю 108 и 
(пк)/2 
б) 1 1.12. а) Сп , калі п з К цотнае, іЙ, калі няцотнае. 
ы эп 
ааааненыашаа. мае. аа... 
К(К-1)..(М-К1) сун 30-29.28-27-26 
ій б... 3-5 14:89: -133;а) 1 е 
“55 п 15 2п-1)м" 
п! Я а і 





6) 
(2п- 1)! 
2. Геаметрычнае і аксіяматычнае азначэнне імавернасці 


ата. за Я. зу. з 2 . 

т: 35 Іл Б-ГА/ 

22. 1. 226. 128-1к. 231. іт Р(А.)) “ т [Р(А, 8.) 
п'?о по 


КР(А В.) “ Ба Ра Ва) 5 іт Р(Аа Ва) 5 т Р(Ва) 5 іп Р (А Ва) 


г п Р(А,В.). 
по 
3. Умоўная імавернасць і незалежнасць падзей 
31. 20-19-18 . аха 33. пэ4. 34. 20. 
31 


25-24-23 4 
п п 

зл. 095-015. 3.8. 023.  3.10. 1 -, (-р.).  342.Р (ВА? з 
й іш 


1 А П Р(А 
г1-Р )5ь1- Х 
(уа? дад 


4. Формулы поўнай імавернасці і Баеса 
4.10. а) 0,58; 


42. 199. дз. пз(пізпітнз-1)). 49. р. 
203 піпу“піпзпгпа 8--Т7р 
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бг. ала. а Я а Ў 
б) 0,002.  4.13. ара о] 1" о (РР1"(-Р)Р)), 


5 
гв. ЕР к). 


5. Схема незалежных выпрабаванняў Бернулі 
5.2.  0,243. 54. хх 0,082. 5.7. з: 0,046. 5.8. п 57. 


1 
50. хэ. 5. Сі (3). 512. з; 0,97. 


6. Выпадковыя велічыні і іх класіфікацыя 


0, х«О, 
14, 0«х«і, 
12, 1«х«а2, 
1, х22. 


6.1. Р. (х) че 


0, хе, 
х2/2, 0 хі, 


ў - 2-2) 
карні а Ў ны 16х«2, 


1294; 


6.5. а) пес з Э б) А?ехр [-А (Ах х)], ге «хт, 


Ух 


6.6. а) 1/2, 1 х“3; б) е”Х, хэ. 6.2. Р(пэа) З1- Ж. р. 

бхі«а 
63. Р(Е Э п) у ў ст 6.16. га 
сааВЫЙ- Ба а а 9.“ /заав-іва) 
670. пе” Млх, х»0, 


7. Лікавыя характарыстыкі выпадковых велічынь 
7.1. а. 7.2. Мтіп(Ігі, 1) - аа Іп24 2. 7.3. М зіп?(лЕ) -З. 
7.12. М -2 ардзе 7.13.а) т Е, Х.. 1.25. Е-1 (0,9999), Р (и)з 
з зир (х:Е(х) и]. 
8. Характарыстычныя і ўтваральныя паслядоўнасці 
[х- (аза? 
гт” 2487 . 62) 





8.2. б) 


Х 1 
л- Маі) " 
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84. (1-р“рг)". 8.6. б) ВВ Пуасона. 8.8. а) не; 6) так; 








в) не. 
8.18. існуюць. 
9. Збежнасць выпадковых паслядоўнасцей 
9.3. Не. 94. Не. 9.8. Дастатковасць вынікае з няроўнасці 
2 р? 
ЫЫ 2 :) ь К М 5 і. 9.10. Заўважыць, што (Ё ёп)» 
1462 162 


1 
(еа а 7). паказаць, што "-ч » з) 
т 


п с8 


з 0. 


10. Закон вялікіх лікаў і цэнтральная лімітная тэарэма 


10.1. Так. 102. Так. 10.5. Задавальняе. 10.6. Нельга. 
107. Можна. 1011. р? 4. 


9 10.38. з: 0, 7638. 
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